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Dati due complessi di gruppi abeliani (A, dy) e (D, d,) consideriamo due morfismi f, g :
A, — D.. Un operatore di omotopia fra f e g € una collezione di morfismi h,, : A, = D11
tali che

5n+1hn + hn—lan =0gn — fn
Se poniamo ¢; = g; — f; possiamo visualizzare quel che succede nel seguente diagramma:
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Lemma 1. Se esiste un operatore di omotopia fra f e g, allora i morfismi indotti in omologia
coincidono: f, = g : Hi(As, 0.) = Hy (D, ).

Dimostrazione. Sia x € H,(A,,d). Allora z = [a] per un certo a € A, tale che da = 0. E per

definizione si ha f.(z) = [fu(a)], g«(x) = [gn(a)]. Ma g,(a) — fu(a) = dhpi1(a) + hy,_10a =
dni1hn(a). Quindi g,(a) e f,(a) differiscono per un bordo. Pertanto [g,(a)] = [f.(a)]. O

Teorema 2 (di Invarianza omotopica). Siano f,g,: X — Y due applicazioni omotope. Allora
fe =9« Hy(X) = H,(Y) per ognin € Z.

Per dimostrare il Teorema 2 e sufficiente dimostrare il seguente risultato.

Teorema 3. Per k =0,1 sia iy : X — X x [0,1] la mappa ix(x) := (x, k). Allora esiste un
operatore

hp : Cp(X) — Cpa (X x 1)
tale che Oh + ho = 114 — to4.

Vediamo perché il Teorema 3 implica il Teorema 2. Se h, ¢ un operatore di omotopia
come nell’enunciato del Teorema 3, allora ponendo k,, := Hy o h,, : C\(X) — Chpy (V) si
ottiene un operatore di omotopia fra i morfismi fu, gz : Co,(X) = Cpy1(Y). Per il Lemma
1 si deduce che vale il Teorema 2.



Per dimostrare il Teorema 3 facciamo la seguente costruzione. Poniamo

V; = (eiao)awi = <€i7 1)7

7= [vo, ..., v, wj, .. W]t Ay —> A, X

n

P, = Z(—l)jﬂ{.

J=0

osserviamo che 77 ¢ un simplesso singolare affine di dimensione n + 1 in A, x I, quindi
Pn S Cn—i—l(An X I)

Ora definiamo l'applicazione h,, : C,,(X) — Cp4+1(X) . Dato un n-simplesso singolare o
in X poniamo

oc:=0oxid;: A, xI — X x1,
hp(o) == 64(P,).

Per dimostrare il Teorema 3 dobbiamo dimostrare che
8hn(0) + hn,18(0'> = i1#<0) — io#(O’). (1)

Calcoliamo:

1=0
=Y (D' hua(0F)) =Y (1) (0F,)4(Puy)
i=0 1=0
Si verifica immediatamente che
oFi, =GF".
Dunque
tesd(0) = 3 (S 1) Fig Pocr) ). @)
i=0
Inoltre
Ohy(0) = 054(P,) = 04(0P,). (3)

perché o4 : C\ (A, xI) — Cy (X x I) ¢ un morfismo di complessi. Infine per £ = 0, 1 poniamo
Yk - An — An X [, "}/k<ﬂ§‘> = (LU, k)
Allora igo(z) = (o(z), k) = oyk(z) per ogni x € A,,, quindi

ing(0) = a# (). (4)



Sostituendo le (3), (2) ed (4) nella (1) troviamo che essa ¢ equivalente alla formula
5 (or s -1y Fia(Pooi) ) =T~ 20
i=0
Quindi per dimostrare la (1) e sufficiente dimostrare che
0P, + 3 (1 Fiy(Pas) =71 — 0 )
i=0

In questo modo ci siamo ricondotti ad un problema completamente esplicito sul prisma A, X I.
Prima di risolvere questo problema facciamo alcune osservazioni. P, € una (n+ 1)-catena nel
prisma A, x I. Questa catena ¢ una somma con segni alterni degli (n+1)-simplessi lineari 7.
L’unione delle immagini dei 77 coincide con tutto il prisma A, x I. In sostanza P, ¢ un modo
di vedere il prisma come una (n + 1)-catena. Il bordo geometrico del prisma e formato dalla
base, che ¢ parametrizzata da 7, dal coperchio, parametrizzato da 7, e dall’'unione delle
facce laterali. Questa unione & proprio rappresentata dalla n-catena Y_" ((—=1)"Fj(Pn-1). 1
segni sono presenti (come nella definizione di P,) per compensare le orientazioni naturali dei
simplessi che non sono compatibili. Dunque in sostanza la formula (5) dice che il bordo del
prisma consiste di base, coperchio e facce laterali.

Passiamo ora alla dimostrazione della formula (5). Cominciamo con alcune osservazioni.

Lemma 4. Sia 0 = [xg,...,2,] : A, — R¥ un n-simplesso lineare e sia f : R¥ — R™ una
applicazione lineare. Allora f oo = [f(xo),..., f(z,)].
Lemma 5. Sia F! = [eg,...,€;,...,en] : Ny_q — A,. Allora

Fier) €k se 0 < k <i,
(& =
Atk epr1 set<k<n-—1.

Se T =vg,...,v,] &un n-simplesso affine in R™,
ToF! = [vg, ..., V4. 0p].

Lemma 6. a) Se0<:i<j<n-1,

i = . . _ g
Form) = [vo,. 05 Vg1, Wi, - We| = T Fy .

b) Se invece 0 < j < i <mn,

[ W i — J pitl
For) = lvo,...,v5,wj, ..., W, ..., wy] =TLF .

Dimostrazione. Per definizione Fi(vy) = (Fi(e),0) e Fi(wy) = (Fi(ex),1). Pertanto dal
lemma 5 segue che

F'(vg) = v F(wy) = wy se 0 <k <1, (©)
ﬁi(vk):fuk-&-l ﬁi<wk):wk+1 SGZSkSn—l



Osservando che F! ¢ restrizione di una applicazione lineare e applicando il lemma 4 otteniamo

FnTnfl_Fno[UOJ"‘7Uj7wj"'7wn—1] -

= [F,riL(Uo), RN Fé(vj), Fﬁ(wj), ey Fﬁ(wn_l)]
Se 0 <i<j<n-—1, concludiamo che
ﬁrz;Ti—l = [UOa s 78% s U1, Wi, - - 7wn]7 (7)

mentre se 0 < 5 <1 < n,

Fird ) = o 0 0] &
D’altra parte
= [vo, --- Uiy Wy, e wy]
o -+ 5 Jj4+41 -+ n+1

e comporre con F!, equivale a saltare il vertice di indice <. Dunque se 0 <7 < j <n —1,

TnglFTiL_i_l: [’Uo, N @\Z’, ey Uj+1’ U)j+1, ey wn].
1 1 too 1 (9)
0 - i - j+1 j42 - n+1

Se invece 0 < 7 <1 <mn, si ha

Tﬂ;Ff;fl: Vo, vy U5, W, . Wiy ., Wy
1 Pt 1 t (10)
o - 4 j+1 - di+1 -+ n+1

A questo punto per concludere la dimostrazione basta mettere insieme (7) e (9) da un lato,
e (8) e (10) dall’altro. O

Dimostriamo ora la (5).

n n n+l
opP, = Z(_l)jaﬂz = Z Z(_l)iﬂTr{FéH = Z (_1)i+jTrJ;FZ+1a
=0 =0 =0 (i,5)er
dove
[:=1[0,n+1] x[0,n] NZ>
Invece
FiPoy=> (-1YEm_
=0
n _ n n—1 N '
S (V)P =Y > (-1 EiT .
i=0 i=0 j=0



Poniamo
®,:={(i,j)€Z?*:0<i<j<n—1},
y:={(i,j) €Z*:0< j <i<n}.

Siccome @ U &y = ([0,n] x [0,n — 1]) N Z?, usando il Lemma 6 otteniamo

n

Y VEP = Y (CDTER L+ Y (VR =

i=0 (i,§)€®1 (i,5) EP2
= X O RL S ()RR -
(4,5)€®1 (4,5)€P2
== > (UPREL - ) ()RR
(i,j—1)€d, (i—1,j)€®2
Poniamo
I'y = {(Za]) : (17]_ 1) € (Pl} = {(17]) S 7 - 0<i<j—-17< TL},
Dyi= {(0,7): (i — Lj) € o} = {(i,)) € 22: 0< j <i—1,j <},
Dunque

n

Y V) TE P == Y ()R,

=0 I ule

Nella figura sotto sono indicati i punti di I' nel caso n = 3. Le regioni grigie indicano I'; e
I'5. Si vede che I' — I'y LI Ty & I'unione delle due diagonali j =ie j =17 — 1.

Riassumendo
OF + Z(_lyﬁé#(P’l—l) - Z(_l)i+jTgFri+1 - Z ()™M, =
i=0 r Ul
DI LT DU NED Bhct st
-y LUl i=0 i=0



Segue dal Lemma 6 che per ¢ =0,...,n — 1 si ha

i pitl it il
TnFn+1 = ["U0> ceey Uiy Wi 1, - - ,wn] =Ty Fn+1-
Quindi
n n n+1
i _ i i i
aPTL + E :(_1> Fn#(Pnfl) - E 7—nF1n+1 - E :TnFn+1 -
i=0 i=0 i=1
.00 n+1 pm+1
- TnFn+1 - Ty Fn+1 .
Infine
nrn+l __ _ _
T F = [vo, ..., vn, wylleo, .. en] = Vo, .o U] = 0.
00 _ _ _
ToFy1 = o, wo, ..., wyller, ..., ent1] = [wo, ..., wy] = .
Dunque

(9Pn + Z(—l)zﬁé#(Pn_l) =7 — Y-
=0

E cosi dimostrata la (5) e quindi il teorema di invarianza omotopica.



