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Sia X uno spazio topologico e A = {Uα}α∈I una famiglia di sottoinsiemi di X tale che

{
◦
Uα}α∈I sia un ricoprimento aperto di X. Un p-simplesso singolare σ : ∆p → X è piccolo se
σ(∆p) ⊂ Uα per qualche α ∈ I. Sia Cp(A) ⊂ Cp(X) il sottogruppo generato dai simplessi
piccoli. Chiamiami gli elementi di Cp(A) catene piccole. Si verifica immediatamente che
∂Cp(A) ⊂ Cp−1(A). Dunque C•(A) è un sottocomplesso di C•(X). Sia i : C•(A) ↪→ C•(X)
l’inclusione.

Teorema 1. Il morfismo indotto i• : Hp(C•(A)) −→ Hp(C•(X)) = Hp(X) è un isomorfismo
per ogni p.

In realtà dimostriamo il risultato analogo per l’omologia ridotta. Poniamo

C̃p(X) := Cp(X) per p 6= −1, C̃−1(X) := Z.

L’operatore di bordo ∂p : C̃p(X)→ C̃p−1(X) è quello solito per p 6= 0 e ∂−1 = ε. Otteniamo

cos̀ı un complesso C̃•(X), che ha come homologia l’omologia ridotta e che viene chiamato
complesso aumentato. Possiamo fare la stessa costruzione per C•(A): questo complesso

differisce da C•(A) solo in questo: C̃−1(A) := Z e ∂0 = ε. Dimostreremo che l’inclusione

i• : C̃•(A) ↪→ C̃•(X) induce isomorfismi i∗ : Hp(C̃•(A)) −→ Hp(C̃•(X)) = H̃p(X) per ogni p.
Questo fatto è equivalente al teorema 1.

Sia Y ⊂ Rk un sottoinsieme convesso. Definiamo un sottocomplesso A•(Y ) ⊂ C̃•(Y )
ponendo A−1(Y ) = Z e Ap(Y ) := {p-simplessi lineari in Y } per p ≥ 0. Dato un punto
y ∈ Y definiamo un operatore y̌ : Ap(Y )→ Ap+1(Y ) nel modo seguente: su A−1(Y ) poniamo
y̌(1) := [y], mentre su p ≥ 0 poniamo y̌([v0, . . . , vp]) := [y, v0, . . . , vp].

Lemma 2. y̌ è un operatore di omotopia fra l’identità e il morfismo nullo: y̌∂ + ∂y̌ = idA•.

Dimostrazione. Ricordando che ∂−1 ≡ 0 e che ∂0 = ε per p = −1 si ottiene

(∂y̌ + y̌∂)(1) = ∂0[y] + y̌∂−1(1) = ε([y]) = 1.

Per p = 0

(∂y̌ + y̌∂)[v0] = y̌(1) + ∂[yv0] = [y] + [v0]− [y] = [v0].
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Per p ≥ 1

(∂y̌ + y̌∂)[v0, . . . , vp] = ∂[y, v0, . . . , vp] + y̌
( p∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp]
)

=

= [v0, . . . , vp] +

p∑
i=0

(−1)i+1[y, v0, . . . , v̂i, . . . , vp] +

p∑
i=0

(−1)i[y, v0, . . . , v̂i, . . . , vp] =

= [v0, . . . , vp].

Sia σ = [v0, . . . , vp] un simplesso affine in Rn. L’immagine del simplesso [y, v0, . . . , vp] è il
cono sopra l’immagine di σ con vertice y. Per questo motivo y̌ è chiamato operatore cono.

Dato un p-simplesso lineare σ := [v0, . . . , vp] poniamo

bσ :=
v0 + · · · vp
p+ 1

.

bσ è il baricentro di σ. Se p = 0 e σ = [v0], allora bσ = v0.
Definiamo un operatore Sp : Ap(Y ) → Ap(Y ). Per p = −1 poniamo S−1 := idZ. Poi

definiamo per ricorrenza Sp nel modo seguente: se σ ∈ Ap(Y ), allora

Spσ := bσ(Sp−1∂σ).

Osserviamo che S0 = idA0(Y ). Si può verificare qualche esempio per p piccolo:

S1([v0, v1]) = [b, v1]− [b, v0], dove b =
v0 + v1

2
,

S2(v0, v1, v2]) = [b, b0, v2]− [b, b0, v1]− [b, b1, v2] + [b, b1v0] + [b, b2, v1]− [b, b2, v0],

dove b :=
v0 + v1 + v2

3
, b0 :=

v1 + v2

2
, b1 :=

v0 + v2

2
, b2 :=

v0 + v2

2
.

S viene chiamato operatore di suddivisione baricentrica. Diciamo che un p-simplesso τ ∈
Ap(Y ) compare nella m-esima suddivisione baricentrica di σ ∈ Ap(Y ) se Smσ =

∑N
j=1 ajσj e

τ = σj per qualche j.
Se σ = [v0, . . . , vp] ∈ Ap(Y ), indichiamo con diam(σ) il diametro dell’inviluppo convesso

conv{v0, . . . , vp}, che coindice con l’immagine di σ.

Lemma 3. Se σ = [v0, . . . , vp] ∈ Ap(Y ), diam(σ) = maxi,j |vi − vj|.

Dimostrazione. Consideriamo due punto qualsiasi x, y ∈ conv(v0, . . . , vp). Dunque x =∑p
i=0 xivi e y =

∑p
i=0 yivi con coefficienti che soddisfano le seguenti relazioni

xi ≥ 0, yi ≥ 0,

p∑
i=0

xi =

p∑
i=0

yi = 1.
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Pertanto

|x− y| =
∣∣∣ p∑
i=0

xivi − y
∣∣∣ =

∣∣∣ p∑
i=0

xi(vi − y)
∣∣∣ ≤ p∑

i=0

xi|vi − y| ≤ max
i
|vi − y|

= max
i

∣∣∣vi − p∑
j=0

yjvj

∣∣∣ = max
i

∣∣∣ p∑
j=0

yj(vi − vj)
∣∣∣ ≤ max

i,j
|vi − vj|.

Dunque

diam(σ) = sup
x,y∈conv(v0,...,vp)

|x− y| ≤ max
i,j
|vi − vj|.

La diseguaglianza opposta è ovvia.

Lemma 4. S• : A•(Y )→ A•(Y ) è un morfismo di complessi.

Dimostrazione. Siccome S−1 = id e S0 = id si ha S−1∂0 = ∂0S0. Procediamo per induzione.
Supponiamo che Sp−1∂p = ∂pSp e verifichiamo che allora Sp∂p+1 = ∂p+1Sp+1. Infatti

∂p+1Sp+1σ = ∂p+1bσ(Sp∂p+1σ.

Dal lemma 2 segue che ∂p+1bσ = −bσ∂p + id. Dunque

∂p+1Sp+1σ = −bσ∂pSp∂p+1σ + Sp∂p+1σ.

Sfruttando l’ipotesi induttiva

bσ∂pSp∂p+1σ = bσSp−1∂p∂p+1σ = 0.

Quindi ∂p+1Sp+1σ = Sp∂p+1σ.

Ora definiamo un operatore Tp : Ap(Y ) → Ap+1(Y ) nel modo seguente: T−1 ≡ 0 e per
ricorrenza Tpσ := bσ(σ − Tp−1σ) se σ è un p-simplesso affine in Y .

Lemma 5. T è un operatore di omotopia fra idA•(Y ) e S, ossia ∂T + T∂ = id−S.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che ∂p+1Tp + Tp−1∂p = id−Sp. Per p = −1 si vede subito
che ∂0T−1+T−2∂−1 = 0, come richiesto. Procediamo per induzione. Supponiamo che ∂p+1Tp+
Tp−1∂p = ∂ − S − p. Sia σ ∈ Ap+1(Y ). Allora

(∂p+2Tp+1 + Tp∂p+1)σ = ∂p+2Tp+1σ + Tp∂p+1σ =

= ∂bσ(σ − Tp∂σ) + Tp∂σ.

Sappiamo dal lemma 2 che

∂bσ(σ − Tp∂σ) = −bσ∂(σ − Tp∂σ) + (σ − Tp∂σ).

Dunque

(∂p+2Tp+1 + Tp∂p+1)σ = −bσ∂(σ − Tp∂σ) + (σ − Tp∂σ) + Tp∂σ =

= −bσ∂σ + bσ∂Tp∂σ + σ.

Ora sfruttiamo l’ipotesi induttiva: ∂Tp∂σ = −Tp−1∂
2σ + ∂σ − Sp∂σ = ∂σ − Sp∂σ. Dunque

(∂p+2Tp+1 + Tp∂p+1)σ = σ − bσSp∂σ = σ − Sp+1σ.
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Ora estendiamo gli operatori S e T a catene singolari in spazi topologici qualsiasi mediante
la seguente definizione: se σ ∈ C̃p(X)

S(σ) := σ#

(
S id∆p

)
, T (σ) := σ#

(
T id∆p

)
.

Questa definizione è naturale nel seguente senso: se f : X → Y è una applicazione
continua e σ è un simplesso singolare in X, allora f#(Sσ) = S(f#σ) e analogamente per T .
Da questo fatto, ragionando per induzione su m, segue facilmente che Smσ = σ#(Sm id∆p).

Anche nel caso generale S : C̃•(X)→ C̃•(X) è un morfismo di complessi e T è un operatore
di omotopia fra idC̃•(X) e S, per ogni spazio topologico X.

Fissato m ∈ Z, m ≥ 0 indichiamo con Sm la composizione di S con sé stessa m volte.
Poniamo

Dm :=
m−1∑
i=0

TSi.

Allora Dm è un operatore di omotopia fra idC̃•(X) e Sm. Infatti siccome ∂S = S∂

∂Dm +Dm∂ =
m−1∑
i=0

(∂T + T∂)Si = (id−S)
m−1∑
i=0

= id−Sm.

Per ogni m supponiamo che

Sm id∆p =
km∑
j=1

ajτmj.

Dato un p-simplesso singolare σ : ∆p → X definiamo m(σ) come il più piccolo m tale che
per ogni j = 1, . . . , km esista un α ∈ I tale che στmj(∆p) ⊂ Uα. Sfruttando il lemma 3 e il
lemma di Lebesgue si vede che esistono sempre degli m con questa proprietà. Inoltre si vede
che per i = 0, . . . , p

m(σ ◦ F i
p) ≤ m(σ).

Poniamo

Dσ := Dm(σ)σ.

Per costruzione Dσ ∈ C̃•(X) dunque

D : C̃p(X) −→ C̃p+1(X).

Definiamo ρ : C̃•(X)→ C̃•(X) imponendo che

∂D +D∂ = id−ρ. (1)

Dunque se σ ∈ C̃p(X)

ρ(σ) := σ − ∂Dσ −D∂σ. (2)
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Lemma 6. ρ(C̃p(X)) ⊂ C̃p(A).

Dimostrazione.

ρ(σ) = σ − ∂Dσ −D∂σ = σ − ∂Dm(σ)σ −D∂σ =

= σ −
(
∂Dm(σ)σ +Dm(σ)∂σ

)
+Dm(σ)∂σ −D∂σ =

= σ − (id−Sm(σ))σ +

p∑
i=0

(−1)i
(
Dm(σ) −D

)
(σF i

p) =

= Sm(σ)σ +

p∑
i=0

(−1)i
(
Dm(σ) −D

)
(σF i

p).

Per definizione di m(σ), Sm(σ)σ ∈ C̃P (A). Inoltre m(σF i
p) ≤ m(σ), dunque

(
Dm(σ) −D

)
(σF i

p) =

m(σ)−1∑
j=m(σF i

p)

TSj(σF i
p).

Se j ≥ m(σF i
p), S

j(σF i
p) ∈ C̃p(A). Dunque

(
Dm(σ) − D

)
(σF i

p) ∈ C̃p(A). Quindi abbiamo

dimostrato che ρ(σ) ∈ C̃p(A).

Lemma 7. ρ : C̃•(X)→ C̃•(A) è un morfismo di complessi di gruppi abeliani.

Dimostrazione. Usiamo (2):

∂ρ(σ) = ∂σ − ∂2Dσ − ∂D∂σ = ∂σ − ∂D∂σ,
ρ(∂σ) = ∂σ − ∂D∂σ −D∂2σ = ∂σ − ∂D∂σ.

Dunque abbiamo due morfismi di complessi

C̃•(A) C̃•(X),i C̃•(X) C̃•(A).
ρ

Se σ è un p-simplesso piccolo, allora m(σ) = 0, dunque Dσ = 0. Pertanto ρi = idC̃•(A).
Dunque

ρ∗i∗ = (ρi)• = id : Hp(C̃•(A))→ Hp(C̃•(A)).

D’altro canto l’equazione (1) dice che iρ ' idC̃•(X). Quindi id = id∗ = (iρ)∗ = i∗ρ∗ : Hp(X)→
Hp(X). Ciò significa che ρ∗ : Hp(X) → Hp(C̃•(A)) e i∗ : Hp(C̃•(A)) → Hp(X) sono l’una
l’inversa dell’altra. In particolare i∗ è un isomorfismo. Abbiamo concluso la dimostrazione
del Teorema 1.

Teorema 8 (di escissione). Se Z ⊂ A ⊂ X e Z ⊂
◦
A, allora l’inclusione (X − Z,A− Z) ↪→

(X,Z) induce isomorfismi Hp(X − Z,A− Z) ∼= Hp(X,A) per ogni p ≥ 0.
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Poniamo A := {A,B := X−Z}. Allora A soddisfa le ipotesi del Teorema 1. Inoltre C̃•(A)

è un sottocomplesso di C̃•(A). Consideriamo le applicazioni i, ρ,D della formula (1). Tutte

queste applicazioni mandano C̃•(A) in sé stesso. Dunque passano al quoziente e producono
applicazioni fra i complessi quoziente:

i : C̃p(A)
/
C̃p(A) −→

C̃p(X)
/
C̃p(A),

ρ : C̃p(X)
/
C̃p(A) −→

C̃p(A)
/
C̃p(A),

D : C̃p(X)
/
C̃p(A) −→

C̃p+1(X)
/
C̃p+1(A).

Queste applicazioni hanno ancora le stesse proprietà di quelle originali: i e ρ sono morfismi
di complessi, ρi = id e D è una omotopia: id−iρ = ∂D +D∂. Dunque il morfismo indotto

i∗ : Hp

(
C̃•(A)

/
C̃•(A)

)
−→ Hp

(
C̃p(X)

/
C̃p(A),

)
, (3)

è un isomorfismo.

Lemma 9. Il complesso quoziente C̃•(X)/C̃•(A) coincide con il complesse delle catene rela-
tive della coppia (X,A).

Dimostrazione. È sufficiente osservare che il complesso aumentato C̃•(X) differisce dal com-
plesso delle catene singolari C•(X) solamente in grado −1, dove abbiamo aggiunto Z. Sicco-

me fra C̃•(A) e C•(A) c’è la stessa differenza, quozientando questa differenza si cancella e il
complesso quoziente coincide con C•(X,A).

Lemma 10. Il complesso C̃•(A)/C̃•(A) è isomorfo al complesso C•(B,A ∩B).

Dimostrazione. Per definizione C̃p(A) ha come base i p-simplessi che sono interamente con-
tenuti o in A o in B. Dunque

C̃•(A) = C̃•(A) + C̃•(B) ⊂ C̃•(X).

Pertanto la composizione C̃p(B) → C̃p(A) → C̃p(A)/C̃p(A) è suriettiva. E il suo nucleo è

C̃p(A ∩B). Dunque

Cp(B,A ∩B) = C̃p(B)
/
C̃p(A ∩B)

∼= C̃p(A)
/
C̃p(A).

Da (3) e dal Lemma 9 deduciamo che

i∗ : Hp

(
C̃•(A)

/
C̃•(A)

)
−→ Hp(X,A), (4)

è un isomorfismo. Dal Lemma 10 deduciamo che

Hp(B,A ∩B) = Hp

(
C̃•(A)

/
C̃•(A)

)
.
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Osserviamo che (X − Z,A − Z) = (B,A ∩ B). Sia j : (B,A ∩ B) ↪→ (X,Z) l’inclusione.
Allora j# si può fattorizzare nel modo seguente:

C•(B,A ∩B) C•(X,A)

C̃•(A)
/
C̃•(A)

C̃•(X)
/
C̃•(A).

∼=

j#

i•

∼=

L’isomorfismo di complessi nella colonna a sinistra è quello del Lemma 10. Quello della
colonna a destra è l’isomorfismo del Lemma 9. Se consideriamo i morfismi indotti in omologia
otteniamo il diagramma

Hp(B,A ∩B) Hp(X,A)

Hp

(
C̃•(A)

/
C̃•(A)

)
Hp

(
C̃•(X)

/
C̃•(A)

)
.

∼=

j∗

i∗

∼=

Siccome i∗ è un isomorfismo, anche j∗ lo è.

7


