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Notazione N :={1,2,3,...}. Se E ¢ un insieme, |F| o #F indica la sua
cardinalita. Se G & un gruppo, |G| oppure o(G) indica il suo ordine. Il
simbolo A C B significa che A & sottoinsieme di B, ma non si esclude che
A = B. Stesso discorso per i sottogruppi normali: se N <1 GG, puo essere che

N =G@G.

Tutti gli anelli considerati sono con unita. Tutti i morfismi di anelli

mandano 1 in 1.



Capitolo 1

Moduli

Sia A un anello commutativo. La definizione di modulo su un anello A &
identica a quella di spazio vettoriale, basta lasciar cadere la richiesta che gli
scalari stiano in un campo accontentandosi che appartengano ad un anello.

Definizione 1. Un modulo su A (brevemente un A-modulo) é un insieme
M munito di due operazioni di somma + e prodotto - che soddisfano le
proprieta sequenti:

1. (M,+) é un gruppo abeliano;
2. per ogni a,a’ € A ex, v’ € M
(a+d)r=a+dx, (aa")z = a(d'x)
a(z +2') = ax + a2/, lz =x.
Segue
A-0p = 0y, 0-2 =0y, (=1) -z = —=.

Se (M,+) & un gruppo abeliano, allora End(M,+) ¢ un anello. Una
struttura di A-modulo su M ¢ equivalente a un morfismo di annelli o : A —
End(M, +).

Esempi: gruppi abeliani; ideali come A-moduli; caso di A non commuta-
tivo: AP, moduli destri e sinistri e bilateri; campi vettoriali; V' come End V'
modulo; V' come k[z]-modulo.



Sottomoduli. Sottomodulo generato (S): & l'insieme delle combinazioni
lineari e anche l'intersezione di tutti i sottomoduli contententi S. Generatori.
Moduli finitamente generati. Somma di sottomoduli di un modulo fissato.
Se I C A ¢ un ideale e M" C M ¢ un sottomodulo, allora I - M' = (X- x|\ €
I,z € M') & un sottomodulo.

Morfismi. Morfismi (o omomorfismi) di A-moduli: f: M — N. L’in-
clusione di un sottomodulo ¢ lineare. La composizione di morfismi ¢ un
morfismo. Nucleo e immagine sono sottomoduli. Iniettivita < ker f = {0}.
Un morfismo biunivoco € un isomorfismo. Un morfismo manda sottomo-
duli in sottomoduli e le immagini inverse di sottomoduli sono sottomoduli.
F(S)) = ((5))-

Homy (M, N) & un modulo.

Modulo quoziente.

Sottomoduli di un modulo quoziente. Sia M’ un sottomodulo di M.
Indichiamo con 7w : M — M/M' la proiezione canonica sul quoziente. Se
M" & un sottomodulo di M e M' C M”, allora M" /M’ & un sottoinsieme
di M/M’'. Infatti M"/M’' = n(M"). Ogni sottomodulo di M/M' si pud
scrivere in questo modo e in un unico modo. Infatti se () € un sottomodulo di
M/M’, poniamo M" := 771(Q). Allora M" contiene M’ e Q = 7(7m~(Q))
(perché 7 & suriettiva) cioe Q = w(M") = M"”/M’. Se poi c¢’& un altro
sottomodulo M C M che contiene M’ e tale che Q = M"' /M’ = w(M""),
allora M"" Cc 7=1(Q) = 7~ %(Q) = M". Ma vale anche 'inclusione opposta:
sia € M"; allora w(z) € @ = n(M"). Dunque esiste y € M” tale che
m(y) = w(x). Quindiz—y € kerm = M’ C M" | per cuix = (x—y)+y € M".
Quindi effettivamente M” C M", ossia M" = M"". Questo dimostra che la
rappresentazione @Q = M” /M’ & unica.

Teorema di omomorfismo. I Teorema di isomorfismo: im f = M/ ker f.
IT Teorema di isomorfismo: (M’ + M")/M" = M'/M’' N M". 111 Teorema
di isomorfismo: se M Cc M’ C M, allora

M/M//

arjar = MM

Somma diretta e prodotto diretto. Sottomoduli di M in somma diret-
ta (interna). Sia M un A-modulo e siano My, ..., M, sottomoduli. Diciamo
che sono in somma diretta o indipendenti se per ogni ¢ =1,...,n si ha

My, My ={0}.



Lemma 2. Le sequenti condizioni sono equivalenti:
1. 1 sottomoduli M; sono indipendenti;

2. sex; € M; per ogni i =1,...,n, allora ), x; = 0 = x; = 0 per ogni
1.

3. per ogni x € ZZ M; la scrittura x = x1+---+x, con x; € M; € unica.

Somma diretta (esterna) di un numero finito di moduli: basta prendere
il prodotto cartesiano e definire le operazioni componente per componente.

Proposizione 3. Siano M; C M sottomoduli per i = 1,...,n. Conside-
riamo ['applicazione f : ®;M; — M indotta dalle inclusioni M; — M.
Allora

1 f(x1,. . mn) =D, 2
3. I sottomoduli M; sono indipendenti se e solo se f é un isomorfismo.

Il prodotto cartesiano. X" = XL--nb XY Prodotto cartesiano
infinito: Xae7Za.

Prodotto diretto di moduli.

Proiezioni prg : XaMy — Msg.

Proprieta universale del prodotto. Somma diretta. Iniezioni ing : Mg —
@®aMy. Proprieta universale della somma diretta. Esempio che fa vedere
la differenza: nel caso infinito la mappa definita sul prodotto diretto non &
unica.

Cenni su prodotti e coprodotti in una categoria.

Addendo diretto.

Indipendenza lineare in un modulo.

Basi.

Z/n non ha nessuna base come Z-modulo! Moduli liberi. A™ & libero.
Un modulo libero con una base di n elementi & isomorfo ad A™. Morfismi
da un modulo libero.

Se M ¢& un modulo e My, My C M sottomoduli, allora I'insieme

(Ml :Mg) = {aeA:aMQCMl}

¢ un ideale di A. Definiamo 'annullatore di M come Ann M := (0 : M).



Annullatore. AnnM := {a € A: ax = 0,V € M} ¢ un ideale. Per
spazi vettoriali si ha sempre AnnV = {0}. M ¢ un A/ Ann M-modulo.
Pil in generale, se I C Ann M allora M ¢ un A/I-modulo con la seguente
moltiplicazione per scalare:

(a+1) - (x+IM):=ax+ IM.

Se la struttura di A-modulo su M corrisponde al morfismo di anelli
a: A — End(M,+), allora Ann M = kera. Dunque & chiaro che Ann M
¢ un ideale e che « induce un morfismo & : A/ Ann M — End(M, +), ossia
una struttura di A/ Ann M-modulo su M. Per esempio se M = Z/n ed
A =7, allora Ann M = nZ e dunque Z/n ¢ uno Z/n modulo.

Lemma 4. Se M ¢é un A-modulo e I C A ¢é un ideale, allora M/IM é un
A/I-modulo.

Dimostrazione. IM & un sottomodulo di M, dunque M/IM ¢ un A-modulo.
Inoltre I C Ann(M/IM). O

Esercizio 5. Sia A un anello commutativo e m C A un ideale massimale.
Poniamo F := A/m. Se M ¢é un A-modulo poniamo v(M) := M/m-M. Se
f: M — M’ ¢un morfismo di A-moduli, dimostrare che c’¢ una applicazione
lineare v(f) : v(M) — v(M') ben definita e dimostrare che v € un funtore
dalla categoria degli A-moduli a quella degli F'-spazi vettoriali. In particolare
se due moduli M ed M' sono isomorfi, allora gli spazi vettoriali v(M) e
v(M'") sono isomorfi.

6. Moduli ciclici. Se M ¢ ciclico, M = A/I e AnnM = 1. A/I = A/J
come moduli < I = J. Si noti che l'isomorfismo A/I = A/J come moduli
¢ piu forte del corrispondente isomorfismo come anelli. Esempio A = C[X]
I =(z), J=(xr—1). Altro esempio: sia x : C — C il coniugio. Allora & un
morfismo di anelli, ma non ¢ C-lineare.

L’insieme {0} con le operazioni banali ¢ un anello in cui 0 = 1. Nel
parlare di basi dobbiamo escludere questo caso degenere.

Lemma 7. Sia A un anello, A # {0} e sia I C A un ideale. Sia poi M un A-
modulo libero con base B = {eq}acs. (J € un insieme, non necessariamente
finito, di indici.) Allora B = {eq + IM}acy & una base di M/IM come
A/I-modulo.



Dimostrazione. E evidente che - genera. Vediamo che ¢ linearmente indi-
pendente. Sia

> (o +I(ea+IM) =0,

67

dove solo un numero finito degli A, sono non nulli. Dunque »  Aoeq € IM.
Dunque esistono y; € M e p; € I tali che ), Aaea = > ; pjy;. Ma y; =
Zﬂ agjeg per opportuni ag; € A. Dunque

Z Aala = Z(Z aﬁjlu’j)eﬁ'
a B

Quindi A\, = Zj aajpi € I, ciod Ag +1 = 01in A/I. Questo dimostra che %
¢ anche linearmente indipendente, dunque ¢ una base. ]

Teorema 8. Sia A # {0}. Allora tutte le basi di un A-modulo libero hanno
la stessa cardinalita, che viene chiamata dimensione o rango del modulo.

Dimostrazione. Osserviamo che per spazi vettoriali su un campo questo teo-
rema lo conosciamo. Cerchiamo quindi di ricondurci agli spazi vettoriali,
sfruttando gli ultimi due lemmi. Siano % = {ea})acs € H2 = {fs}per
due basi di M. Siccome A # {0} possiamo fissare un ideale massimale
m C A. Allora k := A/m ¢ un campo e V := kM/mM & uno spazio vet-
toriale su k (Lemma . Per il precedente lemma % = {e, + mM })a € J
e By = {fs + mM}geck sono due basi di V. Ma allora A, e Py hanno la
stessa cardinalita. Dunque lo stesso vale per %1 e %s. ]

Osservazione: sia M un A/I-modulo. E anche un A-modulo e i sotto-
moduli sono gli stessi.

Corollario 9. Se F' ¢ un modulo libero e finitamente generato, allora ogni
base di F' ¢ finita. Se una base contiene n elementi, allora tutte le basi di
F contengono n elementi ed F' ¢é isomorfo ad A™. Inoltre A™ é isomorfo ad
A™ se e solo se n = m.

Moduli semplici. A ¢ un A-modulo semplice se e solo se A ¢ un campo.
Gruppi abeliani semplici. Un modulo ciclico & semplice se e solo se M = A/m
con m massimale.



Torsione Consideriamo moduli su domini. Un elemento x € M ¢ di
torsione se Ann(z) # {0}. T(M) = {tutti gli elementi di torsione} ¢ un
sottomodulo. Se T'(M) = {0} dico che M & senza torsione (torsion-free).

M ¢ di torsione se M = T(M).

Se M & un gruppo abeliano, T'(M) ¢ formato da tutti gli elementi di
ordine finito.

T(M/T(M)) = {0}. (Usa che A ¢ dominio.) Un sottomodulo di un
modulo senza torsione € senza torsione.

Un modulo libero & senza torsione.

Moduli su domini a ideali principali.

Teorema 10. Sia A un dominio a ideali principali e sia F un A-modulo
libero di dimensione n. Sia K C F un sottomodulo. Allora K ¢ un modulo
libero di dimensione < n.

Dimostrazione. Sia ej,...,e, una base di K. Per r = 1,...,n poniamo
F, := Aei+- - - Ae,. Vogliamo provare che KN F,. e libero di dimensione < r.
Per r = n si otterra la tesi. Procediamo per induzione. Per r» = 1 osservo
che grazie all’isomorfismo A — Aey; = Fi,x — xep il sottomodulo K N I}
risulta isomorfo a un sottomodulo di A, ossia a un ideale J C A. Ma allora o
J = {0} (e siamo a posto) oppure J = (u) con u # 0. In questo secondo caso
{u} & una base di J (perché A & un dominio di integrita) e ue; sara una base
di K N Fi. Veniamo al passo induttivo. Supponiamo che K N F, ammetta
una base {vi,...,vs} con s < r. Indichiamo con ¢; : F' — A la i-esima
coordinata rispetto alla base {¢;}. Allora J := ¢, +1(K N F,41) € un ideale.
Se e I'ideale nullo, vuol dire che K N F,,1 = KN F,. e abbiamo finito il passo
induttivo. Altrimenti avremo J = (u) per u # 0. Fissiamo w € K N Fr4;
tale che p,41(w) = u. Vogliamo dimostrare che Z = {w,v1,...,vs} € una
base di K N F,41. Questo completera il passo induttivo e la dimostrazione.
Sia x € K N Fy,41. Siccome @, 41(x) € J, si avra p,11(x) = Au per qualche
A € A. Dunque @,41(x — Aw) =0, cioe z — Aw € KN F,.. Quindi ci saranno
Ai € A tali che x = Aw + Av1 + - + Agvs. Abbiamo dimostrato che %
¢ un sistema di generatori. Ora supponiamo di avere A, \; € A tali che
Aw + Ajvg + -+ Agug = 0. Allora ¢, (Aw) = 0, perché ¢,41(v;) = 0.
Dunque Au = 0. Ma allora, siccome A & un dominio, A = 0 e quindi
Av1 4 -+ Asvs = 0. Segue \; = 0. L]

Esercizio 11. Sia A un dominio di integrita e sia I C A un ideale princi-
pale. Allora I ¢ un A-modulo libero di dimensione < 1.



12. Nel teorema precedente I'ipotesi che A sia un dominio a ideali principali
¢ necessaria. Infatti sia A un anello e supponiamo che valga il teorema per
gli A-moduli. Prendiamo come modulo F' = A e sia K un ideale di A.
Allora K & un sottomodulo che deve essere libero di rango al massimo 1.
Se K = {0} questo ¢ vero banalmente. Se invece K # {0}, deve esistere
a € K tale che {a} sia una base di K. Ma allora K = Aa, cioe K ¢ un ideale
principale. Inoltre A -a =0 = A = 0. Pertanto A & un dominio.

Lemma 13. Sia A un anello a ideali principali e sia F una famiglia non
vuota di ideali di A. Allora esiste un elemento massimale in F.

Dimostrazione. Fissiamo I; € .%. Se I; ¢ massimale in .%, abbiamo finito.
Altrimenti esiste Iy € # tale che I} C I5. Se di I € massimale in .# abbiamo
finito. Altrimenti esiste I3 e andiamo avanti. In questo modo produciamo
una successione di elementi di .#: I} CoC --- C I. Se a un certo punto I,
¢ massimale, la successione si ferma e abbiamo finito. Altrimenti otteniamo
una successione infinita

Vediamo che questo caso non succede. Infatti poniamo J := U;I;. J € un
ideale, dunque J = (a) e a € U;l;, quindi a € Iy. Ma allora U;I; = Ij e
quindi in particolare I, = Ix41, assurdo. O

Lemma 14. Sia A un dominio di integrita e sia F un A-modulo libero. Se
u€eF, u#0, allora \u=0= A =0.

Dimostrazione. Sia {e,} una base di F e sia u = ) uqeq. Allora \u =
Za Augeq = 0 implica che Au, = 0 per ogni . Siccome u # 0 esiste & tale
che ug # 0. Ma allora da Aug = 0 segue A = 0 perché A ¢ un dominio. [

Poniamo F* = Hom(F, A). Se F' & un modulo libero ed {ey,...,e,} €
una base, definiamo le funzioni coordinate ¢; : ' — A, mediante la forumula
vi(xie1 + -+ - xpey) = ;. Le funzioni coordinate sono elementi di F™*.

Lemma 15. Sia A un dominio a ideali principali. Sia F' un modulo libero
di dimensione n e sia K C F un sottomodulo, K # {0}. Allora possiamo
trovare x € F' e a € A tali che

1. se p: FF — A é A-lineare e (a) C ¢(K), allora (a) = ¢p(K);
2.y=ax#0eyec M;

3. F = Az ® F' per un certo sottomodulo F' C F;



4. K=Ay® K con K'=KNF'.

Dimostrazione. Sia . = {@(K) : ¢ € F*}. Sia a € F* tale che «o(K)
¢ massimale in .%. Sia a € A tale che a(K) = (a). Vale per costruzione
la proprieta 1. Vogliamo mostrare che a # 0. Fissiamo una base qualsiasi
{e1,...,e,} di F. Sia ¢; : F — A la funzione coordinata che manda 1’ele-
mento Z?:o zje; € Fin x;. Le funzioni ¢; sono elementi di F*. Siccome
K # {0}, esiste almeno un indice ¢ tale che ¢;(K) # {0}. Dunque anche
a(K) # {0} e quindi a # 0 come volevamo. Sia poiy € K tale che a(y) = a.
Siccome a # 0, anche y # 0. Ora dimostriamo la proprieta seguente: a di-
vide ¢(y) per ogni ¢ € F*. Infatti fissiamo ¢ € F* e consideriamo l'ideale
I := (a,¢(y)). Siccome A ¢ un dominio a ideali principali esiste b € A
tale che I = (b) e inoltre b = wa + vp(y) per opportuni u,v € A. Sia
Y = ua +vp € F*. Allora 1(y) = b. Dunque b € ¥(K). Ma bla dunque
a(K) = (a) C (b) C Y(K). Siccome a(K) & massimale, concludiamo che
(a) = (b) = ¥(K). Dunque a divide b cioe divide ¢(y) come desiderato.
Sfruttiamo di nuovo la base di F' {ey,...,e,} fissata all'inizio. Come gia
osservato le funzioni coordinate (; sono elementi di F*. Dunque per la pro-
prieta che abbiamo appena dimostrato, se y = ). y;e;, tutte le coordinate
y; = @i(y) sono divise da a, cioé esistono elementi z; tali che y; = az;.
Poniamo x := ), x;e;. Allora y = ax e abbiamo sistemato intanto il punto
2. Inoltre a(z) = 1. Poniamo F’ := ker o, K’ := K Nker a. E evidente che
F’'Nn Az = {0}. Dunque anche K’ N Ay = {0}. Se z € F. Quindi

z=a(z2)r + (2 — a(2)z),

e z— az) € kera. Dunque F'= Az @ F'. Se poi z € K, allora a(z) € (a),
dunque «a(z) = Aa. Allora

z=Ay+ (2 — Ay).
E di nuovo a(z — A\y) = a(z) — Aa = 0. Quindi K = Ay ® K. O

Teorema 16. Sia A un dominio a ideali principali e sia F' un A-modulo
libero di dimensione n. Sia K C F un sottomodulo. Allora possiamo trovare
una base {x1,...,x,} di F' e degli elementi non nulli ay,...,a, € A, con
m <n e ajlat1, tali che {a121,...,amzn} sia una base di K.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su dim F. Se dim F' = 0, K =
{0} e non c’¢ niente da dimostrare. Supponiamo vero il risultato per moduli
liberi di dimensione < nesiadim F =n. Sianox, € F, a1 € A, y1 := a1x1 €
K, F' e K' gli oggetti forniti dal lemma precedente. Per il Teorema [10| F’



¢ un sottomodulo libero e avra dimensione n — 1, visto che F = Ax; @ F’.
Possiamo applicare l'ipotesi induttiva al sottomodulo K/ C F’: possiamo
trovare una base {za,...,2,} di F’ e degli elementi ag,...,a, € A, m <n
tali che {asz2, ..., amzy,} sia una base di K'. Siccome F = Ax1 & F', segue,
grazie al Lemma che {z1,...,x,} € una base di F e che {a121,...,amzmn}
¢ una base di K. Resta da dimostrare la condizione di divisibilita. Per
I'ipotesi induttiva ag|ag|---|am, quindi basta provare che ajlas. Siccome
{z;} & una base, esiste un morfismo ¢ : F — A che soddisfa ¢(x;) =
o(z2) = 1. Allora ¢(y1) = a1. Dunque a;1 € ¢(K), quindi (a1) C ¢(K). Per
la proprieta 1 del Lemma [15] concludiamo (a1) = ¢(K). Ma e p(asz2) = as,
dunque as € (a1), cioe aqlas. O

17. Se A = K & un campo, questo teorema afferma che esiste una base dello
spazio vettoriale F' i cui primi elementi m formano una base del sottospazio
K C F. Quindi il teorema puo essere visto come una generalizzazione di
questo fatto ben noto.

Teorema cinese del resto. Sia A un anello commutativo e siano I+, ..., I,
degli ideali. Supponiamo che I; + 1; = A per i # j. Allora

AL I, 2 AL & - & AL,

Lemma 18. Sia I C A un ideale e siano ay,...,a, € I. Allora 1 — (1 —
ap)--- (1 —ay) €1.

Dimostrazione. Induzione su n. Per n = 1 & ovvio. Supponiamo che sia vero
per n — 1. Poniamo z := (1 —ay) -+ (1 — a,—1). L’ipotesi induttiva dice che
l—zel Maalloral—(1—a1)---(1—ap)=1—2(1—ap) =1—2+ zay.
Siccome a,, € I, anche za,, € I. Quindi otteniamo che 1 — (1 —ay)---(1 —
an) € I come desiderato. O

Lemma 19. Nelle ipotesi del teorema cinese del resto, si ha Iy - - - I_1+1; =
A per ogni k.

Dimostrazione. Per ipotesi se i < k esistono a; € I e b; € I; tali che a;+b; =
1. Per il lemma precedente z :=1—by -+ by =1—(1—a1)--- (1—ay) € I.
Mentre by ---by_1 € I1---Ip_1. Quindi 1 =by---bp_1+2z € I1---I_1+
Iy, O

Lemma 20. Nelle ipotesi del teorema cinese del resto I1N---NIg =11 -+ I,
per ogni k.
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Dimostrazione. Procediamo per induzione su k. L’inclusione O vale sempre.
Per dimostrare C sia z € I1N- - Nl = (L1 - - - Ix)NIk41 (ipotesi induttival).
Per il lemma precedente 1 = w + v per opportuni w € I1--- I e v € Ijy.
Allora z = zu + zv ed entrambi i termini stanno in I - - - 4. ]

Dimostrazione del teorema cinese del resto. Sia m; : A — A/I; la proiezione
canonica. Consideriamo la mappa

f=mx-xm:A—=>A/L& - -® A/,
f(x) = (m(x),...,m(x)).

Il nucleo ¢ kermy N---Nkerm, =IN---NI,=11---I, (Lemma. Per
il teorema di omomorfismo f induce una mappa

frA I, —- AL @@,

e questa mappa ¢ automaticamente iniettiva. Basta mostrare che f e suriet-
tiva. Da questo discendera che anche f lo e, per cui f sara un isomorfismo.
(Equivalentemente, basta usare il I teorema di isomorfismo. La cosa fon-
damentale & sempre dimostrare che f & suriettiva.) Rivediamo prima la
dimostrazione per n = 2. Per dimostrare che f & suriettiva dobbiamo far
vedere che dati a + Iy € A/I} e b € A/l qualsiasi, esiste z € A tale che
f(2) = (a+11,b+ I3). Per ipotesi esistono x € I1 e y € Iy tali che x+y = 1.
Allora

a—b=(a—">)-1=ax—bx+ ay — by,
a+bxr —ax=>b+ay — by,
z:=a+ (b—a)r=>b+ (a —b)y.

Allora z —a € (x) C 1 e z—b € (y) C Is. Dunque f(z) = (2 + 1,z +
I)) = (a+ I,b+ I5), come desiderato. Per il caso generale procediamo per
induzione su n. Siano x; + I; € A/I; per i = 1,...,n. Vogliamo trovare w €
A tale che f(w) = (x1+11,...,2n+1,). Per ipotesi induttiva ’applicazione

A—)A/Il@'“@A/In_l, x»—>(7r1(x),...,7rn_1(x))

¢ suriettiva. Dunque esiste z € A tale che z+1; = x;+I; per i < n. Poniamo
J:=1y---I,_1. Peril lemma precedente J+1,, = A. Dunque dal caso n = 2
discende che anche I'applicazione A — A/J @& A/, x — (x + J,x + I,) ¢
suriettiva. Quindi esiste w € Atalechew+J=z+Jew+ I, =z, + I,,.
Componendo con I'isomorfismo A/J = A/I; &---@® A/I,_; concludiamo che
f & suriettiva. O
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21. In realta abbiamo dimostrato un enunciato piti preciso: non solo vale
I’isomorfismo del teorema cinese, ma l’isomorfismo ¢ dato dalla mappa f.
Se ci accontentiamo dell’esistenza un isomorfismo, allora 'induzione & piu
semplice:

AL @ @A/l =(A/h @ ® A1) & A/, =
~A/JOA/L=2A)T T,=A)L -1,

Tuttavia sapere come ¢ fatto I'isomorfismo € utile, per esempio per ottenere
il corollario seguente.

Corollario 22. Siano ai,...,ay, € Z e supponiamo che per i # j i numeri
a; e a; siano coprimi. Allora dati my,...,m, € Z esiste un numero x € Z
tale che x = m; mod a; per ogni i. Inoltre x e unico a meno di multipli di
ap---ap.

Esercizio 23. Siano M; moduli ed N; C M; sottomoduli per i = 1,2.
Dimostrare che

My® My My My

Il p =,
Ni@®& Ny N1 N

Suggerimento: considerare 'applicazione naturale My & My — (M1 /Ny) &

(M32/N3) e applicare il I Teorema di isomorfismo.

Sia A un dominio a ideali principali e sia M un A-modulo. Se m & un
ideale massimale non nullo di A e m = (p), poniamo

T,M=TyM:={xecM:3r>0:p'z=0}=
={reM:3Ir>0:m" C Ann(z)}.

Gli elementi di 11, M sono detti di m-torsione o semplicemente di p-torsione.
(Ovviamente se x ¢ di p-torsione, allora e di g-torsione per ogni ¢ associato
a p. Per questo motivo & piu preciso parlare di ideali.)

Lemma 24. T(M) = &nTuwM, dove m varia su tutti gli ideali primi non
nulli di A.

Dimostrazione. Cominciamo con una osservazione: se a,b € A sono coprimi
e a,b € Ann(x), allora z = 0. Infatti va + wb = 1 per opportuni v,w € A
e dunque 1-2z = 0. Dunque se x € T,M e x € » ;" | T,,, M dove (p) # (p;)
per ogni 4, allora esiste un intero R > 0 tale che p&, (py---p,)® € Ann(z).
Dunque z = 0. Questo dimostra che i sottomoduli T},(M) sono indipendenti,
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cioe la somma ¢ diretta. Se poixz € T(M) e a € Ann(x), a # 0, fattorizziamo
a = py'---p¥. Procediamo per induzione su s. Se s = 1, x € T, M.
Per s > 1, esistono v,w € A tali che 1 = vp]* + wpy? - p?s, dunque = =
vpitz+wpy? - - - pPex. Il secondo termine ¢ in Ty, M. Invece I'annullatore del
primo termine contiene py? - - p?s. Per ipotesi induttiva stara nella somma
Tp,M & & T, M. 0

Esercizio 25. Siano M ed M’ A-moduli e sia ¢ : M — M’ una mappa
A-lineare. Sia X\ € M. Sia fy: M — M la moltiplicazione per \: fy(z) :=
Ax. Sia fy la moltiplicazione per X\ su M'. Allora p(ker fy) C ker f} e
e(im f) C im f{. In particolare se ¢ €& un isomorfismo, allora ker fy =
ker f{ e im f\ = im f}.

Esercizio 26. Siano date due liste di numeri interi 0 < np < --- < ng e
0<my <---<my. Seperognik €Z,k >0 il numero di indici i tali che
n; > k coincide con il numero di indici j tali che m; > k, allora s =t e
Nng = M; Per ogni 1.

Svolgimento. Se prendiamo k = 0 otteniamo subito che s = t. Possiamo
procedere per induzione su s. Se s = 1 prendiamo & = n; + 1. Allora
esiste un solo indice ¢ tale che m; < k. Dunque i = 1 e m; < ny. Per
simmetria abbiamo la diseguaglianza opposta e abbiamo finito. Per fare il
passo induttivo consideriamo di nuovo k = nj + 1. Sia j := max{i : 1 <
i < s,n; =n1}. Allora per i < j, m; < nj. Di nuovo possiamo sfruttare la
simmetria e otteniamo n; = m; per 1 < i < j. Ora buttiamo via i primi j
termini di entrambe le liste. Le liste rimanenti soddisfano ancora l'ipotesi e
per induzione concludiamo. O

Lemma 27. Sia A un dominio a ideali principali e sia p un elemento irri-
ducibile di A. Siano s,t > 0 e siano dati numeri interi 0 <ny < ---<ng e

0<my <---<my. Se c’e un isomorfismo di A-moduli
s N t )
@ A/(p") = & A/(p™), (1.1)
=1 =1

allora s =1t en; =m; perognit=1,...,s.

Dimostrazione. Se s = 0 si intende che non ci sono addendi, dunque il

modulo a sinistra ¢ nullo. Se fosse ¢t > 0, m; > 0, dunque A/(p™") # {0}.
Quindi necessariamente anche ¢ = 0. Eliminato questo caso banale possiamo
supporre s,t > 0. Chiamiamo M il modulo a sinistra e M’ quello a destra.
Sia ¢ : M — M’ l'isomorfismo. Fissiamo k € Z, k > 0. Indichiamo con
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pF*M Pimmagine della mappa da M in M data dalla moltiplicazione per
pF. Quindi p*M & un sottomodulo di M. Nella notazione dell’esercizio
pFM = im fpr, quindi o(pF* M) = p* M’ e ¢’& un isomorfismo

pkMgple

per ogni k. L’ideale m := (p) € massimale in A e F' := A/m & un campo.
Per il Lemma {4 il quoziente p*M/m - p*M & uno spazio vettoriale su F.
Dall’esercizio [l otteniamo che

p"M
m-pkM

pk M’

dim ————.
1mm~pkM/

dim (1.2)
D’altro canto siamo in grado di calcolare queste dimensioni. Osserviamo

prima di tutto che se n € Z,0 < n < k pFA/(p") = {0}. Se invece k < n

prA/(PM)  PRA/M) L PRA
m-pFA/(pn) — pFHIA/(pr)  pEHIA

A/(p) = F. (1.3)

Il primo isomorfismo & dato dal III Teorema di isomorfismo. Il secondo
si ottiene applicando il I Teorema di isomorfismo al morfismo A — pFA,
x +— pF - z. Fin qui abbiamo fatto ragionamenti completamente generali,
indipendenti dalle ipotesi. Ora sfruttiamo la descrizione di M in .
Grazie a otteniamo

M = @ pPA/(p™),
ing >k
k M k A 15
mp,pkM - @ mp.pkl/él(f(pf)mi) =.9 kF'
g >k >
Dunque la dimensione dello spazio vettoriale p* M / pF 1M & data dal numero
di indici ¢ tali che n; > k. Per (1.2]) questo numero coincide con quello degli
indici ¢ tali che m; > k. L’esercizio [26| permette di concludere. ]

Teorema 28 (di struttura dei moduli finitamente generati su un dominio a
ideali principali). Sia A un anello a ideali principali e sia M un A-modulo
finitamente generato.

a) Esistono elementi non nulli e non invertibili ai,...,a, € A ed un
mtero r > 0 tali che

M=A"®A/(a1)®---DA/(am) e a1l -|am. (1.4)
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b) T(M)=A/(a1)® - DA/ (am).
¢) AnnT(M) = (am).
d) r é univocamente determinato da M e viene chiamato rango di M.

e) Esistono degli elementi irriducibili py,...,ps € A e numeri interi t; >
Oelix>0per1<i<s,1<Ek<t tali chelyy <---<ly, e

TON = & & A/, (1.5)

! lats
f) AanT(M) = (p;"* - ps**).
g) I p; sono univocamente determinati a meno dell’ordine e di associati.

h) I numeri t; e lj sono univocamente determinati. Gli elementi pé““
sono detti divisori elementari di M.

i) Gli elementi a; sono unici a meno di associati. Sono chiamati fattori
invarianti di M.

Dimostrazione. M ¢ finitamente generato. Siano zi,..., 2, dei generatori.
Allora esiste un morfismo f : F := A™ — M che manda ¢; in z;. Dunque f
¢ suriettivo. Sia K = ker f. Allora M = F/K. Applichiamo il Teorema
e lesercizio 23l Allora

M=F/K=A/(a1)& - & A/(am)® A" ™.

Potrebbe succedere che alcuni degli a; siano invertibili. Sarebbero per forza
all’inizio. In quel caso li possiamo semplicemente buttar via perché A/(1) =
{0}. Abbiamo dimostrato @ Per dimostrare @ basta verificare che

T(A" ® Af(@) & ® Af(an) = Af(a) & - & Af(an). (L)

Si vede facilmente che se z € A" & A/(a1) & --- & A/(an,) € di torsione,
allora la componente di x lungo A" & nulla. Infatti se questa componente &
(y1,-..,yr) € che Az = 0 per un certo A # 0, otteniamo Ay; = 0 e dunque
y; = 0 per ogni . Dunque

T(A"® Af(a1) @ -+ © Af(am)) & Af(a1) © -+ © A/(am).

Viceversa la condizione di divisibilita assicura che a,, annulla A/(a)®---®
A/(am) a da questo segue l'inclusione opposta. Quindi la (L.6) e il punto [(b)]
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sono dimostrati. Segue che a,, € AnnT(M). D’altronde se € AnnT'(M),
allora x annulla 1+ (a,,) in A/(an,), dunque a,,|z, dunque = € (a,,). Segue

()]
.Da e segue che M /T (M) = A". Quindi r dipende solo da M
ela @ ¢ dimostrata.

Sia @, = py*™ - --pism la fattorizzazione di a,, dove p;...,ps sono ir-
riducibili e n,, > 0 per ¢ = 1,...,s. Fissiamo ora j < m. Siccome a;|apm,
a meno di sostituire a; con un elemento associato, avremo a; = p|* - - ps*
per opportuni numeri interi n;; con 0 < n;; < ngy,. Alcuni degli n;; potreb-
bero essere nulli. Inoltre n;; € crescente in j perché aj|aj;1. Dal Teorema

cinese del resto segue che
Af(ag) = A/(1V) @ @ A/ (ps™).

In questa scomposizione i termini in cui n;; = 0 sono banali e possiamo
eliminarli. Mettiamo insieme tutte queste scomposizioni e raggruppiamo i
termini con lo stesso primo. In questo modo otteniamo la scomposizione
(L5).

Vediamo invece come ricostruire la scomposizione quando € nota la
(1.5]). Poniamo m := max; t;, ossia m & il massimo numero di addendi relativi
ad uno stesso primo. Facciamo una tabellina in cui mettiamo nella prima
colonna gli elementi p1,...,ps. A destra mettiamo una matrice s x m fatta
cosi: nella riga a destra di p; mettiamo le potenze pﬁ“, ey péiti aggiungendo
a sinistra una serie di 1 in modo che la riga sia lunga m quadratini. Se
t; = m per un certo 7 fissato, la tabellina ¢ fatta cosi:

! ! T1t
1 1 1 pln p112 | py 1
. li1 lia li3 lit;
p’L p’L p’L pZ o .. “ e ]?Z
1 ls1 ZStS
ps DY ps PR PEEEEY ps
al 0/2 PR e .. am

A questo punto a; ¢ il prodotto dei termini nella colonna sopra di lui. Per
il teorema cinese del resto

m

D A/(a) = DD A/,

j=1 =1 k=1
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Per esempio consideriamo il caso A =7, s =3,p1 =2, p2 =3, p3=5e
M=7/2)oZ/3)eZ/3%) aZ/3%) aZ/(5) ®Z/(5%).

Allora tl = 1,t2 = 3,t3 = 2, l11 = 3, l21 = l22 = 123 = 2, l31 = 2, 132 = 3.
Dunque m = 3 e la tabellina &

2 1] 1|28
3323232
50 1 ]5%]5°
al a9 as
Quindi a1 =9, a2 =25-9, a3 =8-9-125. La discende a questo punto
dalla Dalla [(f)| discende immediatamente la |(g)]

Supponiamo ora di avere due scomposizioni come . Per il punto

possiamo supporre che gli elementi irriducibili siano gli stessi, dunque
avremo

DD 4/ = D A/,

i=1 k=1 i=1 k=1

Per ogni ¢ la p;-torsione del modulo a sinistra sara isomorfa alla p;-torsione
del modulo a destra, ossia

~

7

D 4/ = @D A/,
k=1

k=1

A questo punto applichiamo il Lemma e otteniamo che i divisori ele-
mentari sono univocamente determinati a meno di associati. Per il pro-
cedimento descritto sopra, 1'unicita dei divisori elementari da 1'unicita dei
fattori-invarianti. O

Corollario 29. Se M ¢ un modulo finitamente generato su un dominio a
ideali principali, allora M ¢ somma diretta di un numero finito di A-moduli
ciclici.

Dimostrazione. Infatti A/I = A-(1+ I) ¢ sempre un modulo ciclico. O

Corollario 30. Se M é un modulo finitamente generato su un dominio a

ideali principali, allora M /T (M) é libero e la sua dimensione é il rango di
M.

17



Esercizio 31. Se M ¢ un modulo finitamente generato su un anello a ideali
principali, allora il rango di M ¢ il pin grande intero r tale che esistono
elementi vy,...,v, € M linearmente indipendenti.

Svolgimento. Infatti siano v;...,vs € M linearmente indipendenti. Scrivo
M=ZFoT, vp=ux+t, x; € F, t; € T. Sostengo che x1,...,xs sono
indipendenti. Infatti se ), \jz; = 0, scelto z # 0 tale che zt; = 0 per ogni
1, abbiamo

(2

Z(z)\i)vi == ZZ )\lxl = 0.

Dunque per l'indipendenza si {v;} concludo che z)\; = 0 e quindi che \; =
0 per ogni i. Questo dimostra che {x;} sono indipendenti. Quindi s =
dim(x;) <r=dimF. O

Esercizio 32. Sia A un dominio a ideali principali e siano a,b € A.

(1) Sia fp: A/(a) = A/(a) la moltiplicazione per b: fy(x+ (a)) := bx + (a).

Allora

(a/ MCD (a, b))
(a)

(2) Supponiamo poi che M := @i,jA/(p?j) con {pi,...,ps} elementi irridu-
cibili a due a due non associati. Fissiamo k ed n > max;jly;. Allora

ker f, = =~ A/(MCD(a,b)).

ker(fyp : M — M) = ©,;A/(p)).

Svolgimento. (1) Sia ¢ := MCD(a,b) e sia a = ajc, b = byc. Allora fp(x +
(a)) = 0 se e solo se bx € (a) se e solo se bix € (a1). Questo 'uguaglianza.
L’isomorfismo segue applicando il I Teorema di isomorfismo alla mappa A —
Al(ar),x — a1z + (a).

(2) La mappa fpg rispetta la scomposizione, cioe manda ciascun addendo in
sé stesso. Dunque il nucleo e la somma diretta dei nuclei della moltiplicazione
su ciascun addendo. Basta quindi applicare il punto (1). ]

Corollario 33. Se G ¢ un gruppo abeliano finitamente generato, allora G
e prodotto di un numero finito gruppi ciclici. Inoltre G é di torsione se e
solo se ¢ finito. In tal caso |G| é uguale al prodotto dei fattori invarianti e
anche al prodotto dei divisori elementarsi.
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Quanti gruppi abeliani di ordine m esistono? Scriviamo m = p{* - - p%s.
Dato n € N una partizione di n € un successione ni,...n; € N tale che
ni + -+ 4+ ngp = n. L’ordine dei numeri n; non conta. Possiamo metterli in
ordine crescente. Il simbolo p(n) indica il numero di partizioni di n. Per
questo numero non € nota una formula chiusa. Un gruppo abeliano di ordine
m sara della forma

s t;
¢=1111zmw"

i=1 j=

con l;; € N tali che 2?:1 lij = a; (qui usiamo la notazione moltiplicativa).
Dunque {l;1, ..., li, } € una partizione di ;. Quindi il numero di gruppi abe-
liani di ordine m & p(aq) - - - p(as). Per esempio esistono 14 gruppi abeliani
di ordine 2° - 3% - 7.

Forma canonica razionale Sia ora F' un campo e sia A = F[z]. Sia V
uno spazio vettoriale su F. Se fissiamo un operatore lineare T' € End V,
possiamo dare a V' la struttura di A-modulo nel modo seguente. Se p(z) =
Z?ZO a;z' € A, allora

d
p(t) == ZaiTi € A
i=0

L’applicazione p(x) + p(T') & un morfismo di anelli (e anche una applicazione
F-lineare) da A in End V. Siccome End(V,+) C End V, otteniamo su V' una
struttura di A-modulo. Detto in altri termini la struttura di A-modulo &
data dalla regola

p(x) - v :=p(T)(v).
Indichiamo con Vi I'insieme V' provvisto di questa struttura di A-modulo.

Esercizio 34. Un sottospazio vettoriale W di V' é un sottomodulo di Vi se
e solo se W ¢ T-invariante, cioe T(W) C W.

Lemma 35. Se V e V' sono F-spazi vettoriali e T € EndV, T' € End V’,
allora un isomorfismo A-lineare f : Vp — Vi, non & altro che un isomorfismo
di spazi vettoriali che soddisfa fT =T'f.

Dimostrazione. Se f € un isomorfismo di A-moduli, e v € V, allora f(T'(v)) =
f(z-v)=a- f(v) =T (f(v)). Viceversa, se vale fT = T'f, allora per ogni
polinomio p(z) € 4, vale fp(T) = p(T")f, dunque f(p(z)-v) = [ (p(T)(v)) =
p(T")(f(v)) = p(x) - f(v). O
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Corollario 36. Due operatori T,T" € EndV sono simili se e solo se i
moduli Ve Vipr sono isomorfi.

Se dimp V =n < 0o, allora V7 & un A-modulo finitamente generato e di
torsione. Dunque c¢’¢ un isomorfismo A-lineare

Vi —» é (1.7)

per certi polinomi non costanti fi|---|fy che sono i fattori invarianti del
modulo V7. Possiamo scegliere i fattori invarianti in modo che siano tutti
monici. Con questa proprieta aggiuntiva i fattori invarianti sono davvero
unici, non solo a meno di associati. I quozienti A/(f;) sono F-spazi vettoriali
oltre che A-moduli, perché F' ¢ incluso in A, ¢ & anche F-lineare e tramite
o ’endomorfismo T" va a finire nella moltiplicazione per x.

Inoltre AnnVy = {p(z) € A : p(T) = 0} = (fm). Osserviamo che
Ann Vp dipende solo da T'. Il suo generatore monico si chiama polinomio
minimo di T e si indica con gr. Dunque Dunque

qr = fm (18)

Sia V; il sottospazio di V tale che p(V;) = A/(fi). Vi &€ T-invariante, perché
A/(f;) € un sottomodulo..

Ora procederemo studiando la restrizione di T" a ciascuno dei sottospazi
V;. Per comodita consideriamo una situazione un po’ piu generale.

Endomorfismi ciclici Supponiamo che Vp =2 A/(f), dove f € A & un
qualsiasi polinomio non costante, non necessariamente un fattore invariante.
In questo caso diciamo che T & un endomorfismo ciclico.

Sia f(x) = 2%+ ag_12% ' + - + ayx + ag un polinomio monico di grado
d > 0. La matrice

0 —ap

1 0 —al

By = 1 —as
0 —ago
I —ag—

¢ detta la matrice compagna di f.

Lemma 37. Se f e monico, il polinomio caratteristico di By ¢ pp, =

(~1)%ss .
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Dimostrazione. Per definizione

—z —ay
1 -z —aq
pB,; () = det(By — wly) = 1 . —a
-z —Qagd—2
1 —ag_1—=x
Procediamo per induzione su d. Se d = 1, pp,(z) = det(—z — ap) =

—f. Supponiamo che valga pp, = (—1)degngl per polinomi di grado < d.
Sviluppando lungo la prima riga

—T —aq 1 —=z
1 . —a 1
pa, (¥) = —o 2| 4 (=) |
-z —ad—2 =T
1 —aq1—= 1

La prima matrice e uguale a By—x1;_1 dove g(z) = a1+asx+-- Fag_qzi 24
%1, Dunque per ipotesi induttiva il suo determinante & (—1)%'g(z).
Quindi pp, (v) = —2(=1)%1g(z) + (—=1)%ag = (=1)%(zg(x) + ag). Siccome
zg(x) + ap = f(x), segue la tesi. O

Teorema 38. Sia T € End 'V ciclico con Vp = A/(f), con f monico. Allora
esiste una base di V' rispetto alla quale T' é rappresentato dalla matrice By.
Inoltre qr = f e pp = (—1)38/ f,

Dimostrazione. Sia d = deg f. I polinomi 1, z,z2, ..., 2% ! formano una ba-

se dello spazio vettoriale A/(f). Infatti una relazione di dipendenza lineare
fra di essi significherebbe che un polinomio di grado < d appartiene a (f),
il che ¢ assurdo. Dunque dimV = dim A/(f) = d. L’operatore su A/(f)
dato dalla moltiplicazione per x ¢ rappresentato dalla matrice B;. Siccome
I'isomorfismo ¢ : Vi — A/(f) scambia T e la moltiplicazione per z, nella
base {¢71(1),...,p (2% 1)} l'operatore T & rappresentato da By. Sicco-
me Vp = A/(f), f € l'unico fattore invariante, dunque ¢r = f. L’ultima
affermazione discende dal Lemma O

Forma canonica razionale.

39. Ora che abbiamo sistemato gli endomorfismi ciclici possiamo passare
a quelli qualsiasi. Infatti il Teorema e il fatto che Vp ¢ di torsione se

21



dim V' < oo garantiscono che abbiamo le scomposizioni

m st
Ve =P A/(f) = DDA/, (1.9)
i=1 i=1 j=1
dove fi]---|fm sono i fattori invarianti e {piij } sono i divisori elementari.

Consideriamo prima la scomposizione con i fattori elementari. Sia V; la
controimmagine di A/(f;). Allora V=V, & --- @& V;;, e 1 V; sono sottospazi
T-invarianti, sui quali T agisce ciclicamente. Per ogni ¢ c¢’¢ una base di V;
rispetto alla quale la matrice di T' v, ¢ By,. Incollando queste basi otteniamo
una base di V rispetto alla quale la matrice di T" sara

By

1

(1.10)
By

La rappresentazione matriciale (1.10) viene chiamata forma canonica razio-
nale dell’operatore T'.
Otteniamo il seguente raffrozamento del teorema di Hamilton-Cayley.

Teorema 40 (di Hamilton-Cayley). pp(T) = 0 ossia qr | pr. Inoltre ogni
fattore irriducibile di pr compare in qr.

Dimostrazione. Dalla forma canonica razionale otteniamo subito che pr =
+f1-+ fm. Siccome f,, = gr concludiamo che ¢r|pr, dunque pr(T) =
0. Ricordando le proprieta di divisibilita dei fattori invarianti: fi|---|fmn
otteniamo subito che ogni divisore irriducibile di pr divide f,, = qr. O

41. Due operatori T, T € End V hanno la stessa la forma canonica razionale
se e solo se i moduli Vp e Vpr hanno gli stessi fattori invarianti, ossia (per
il Teorema se e solo se i moduli Vp e Vv sono isomorfi ossia (per il
Corollario se e solo se T e T' sono simili. Riassumendo: due matrici
sono simili se e solo se hanno la stessa forma canonica razionale.

Lemma 42. Un endomorfismo T € EndV ¢ ciclico se e solo se pr = £qr.
In tal caso Vi = A/(qr).

dunque gy = f. Per il lemma precedente pr = +f. Viceversa dato T' €
EndV spezziamo Vr secondo i fattori elementari, cioe Vr = &, A/(f;)
Allora g7 = f,, mentre pr = +f1--- fin. Se pr = +qr, allora m =1
quindi T & ciclico. ]

Dimostrazione. Supponiamo T ciclico: V; =2 A/(f). Allora AnnVp = (f)

)
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Possiamo applicare il procedimento usato in|39|alla seconda scomposizio-
ne in , invece che alla prima: possiamo cioe usare i divisori elementari
anziché i fattori invarianti. Anche in questo caso la matrice di 7" in una
opportuna base ¢ una matrice a blocchi. I blocchi saranno (in generale) piu
piccoli di quelli di prima, perché i sottospazi T-invarianti W;; corrisponden-
ti agli addendi A/ (pi”) danno una scomposizione piu raffinata di quelli V;
corrispondenti agli addendi A/(f;). I blocchi lungo la diagonale saranno le
matrici compagne szi]., 1<i<s,1<j <t 1iblocchi fuori della diagonale
saranno tutti nulli. Anche questa rappresentazione viene chiamata forma
canonica razionale di 7.

Osserviamo che

s s 1
ar =29, pr=]]]]»" (1.11)
i1 i=1j=1

Di nuovo ritroviamo il teorema di Hamilton-Cayley.

Forma canonica di Jordan L’ultima scomposizione descritta diventa
interessante se il polinomio minimo gr si spezza in fattori lineari su F', per
esempio se F' & algebricamente chiuso. In tal caso p;(x) = x—\;, e lo spettro
di T (che coincide con l'insieme delle radici di pr o equivalentemente di gr)
e {1, ..., As}

Riprendiamo la scomposizione

dove W;; & I'addendo corrispondente a A/ (piij ). La somma V := @&;W;; ¢ la
pi-torsione di V. Poniamo

l; := maxl;j (1.12)
J
Allora AnnV; = (pil) Se k # ¢ Il nucleo della moltiplicazione per péi su Vg,

¢ nullo. Questo segue dall’Esercizio [32| o anche considerando dal fatto che
AnnV; N Ann Vj, = {0}. Quindi

Vi = @;W;; = ker pi(T)" = ker (T — \;)". (1.13)

Per procedere con I’analisi, ci concentriamo di nuovo su un singolo addendo:
sia T € End W e supponiamo che ci sia un solo divisore elementare: (z—\)*.
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Ossia W = A/(z — A\)*. Scegliamo come base {1,z — \, (z — \)?,..., (z —
A)F~1}. Ricordiamo che T coincide con la moltiplicazione per z. Dunque
T(x— M\ =z(x— N = (x — A\ + Az — \)". Dunque la matrice di T
rispetto a questa base e

0 1 A
Questo € un blocco di Jordan di ordine k e lo indichiamo con Ji(A). Se
applichiamo questo procedimento ad ogni sottospazio W;; troviamo una base
di V rispetto alla quale la rappresentazione matriciale di T’ & una matrice a

blocchi che ha sulla diagonale i blocchi di Jordan Jyi; (A;) peri=1,...,s e
j=1,...,t; e zero fuori della diagonale:

‘]111 ()‘1)

Jlul (A1)
(1.14)

Jlsl ()\3)

O Jlsts (/\S)

Questa si chiama forma canonica di Jordan dell’operatore T. Anche per
questa vale che due operatori T, T € End V sono simili se e solo se hanno
la stessa forma canonica di Jordan, a meno di riordinamento dei blocchi.

Osserviamo da vicino un blocco di Jordan Ji () e supponiamo che rap-
presenti 7" rispetto ad una base eq,...,eg. Si vede subito che eg € I'unico
autovettore di 7' allinterno del blocco. Anzi kerT = (ej). Segue che la
molteplicita geometrica di A come autovalore di 7" & uguale al numero di
blocchi con A = )\;. In altre parole la

molteplicita geometrica di \; = t;.

Invece la molteplicita algebrica di A\; € uguale al somma di tutte le
dimensioni dei blocchi di Jordan relativi a A;:
123
molteplicita algebrica di \; = Z lj.
j=1

24



Proposizione 43. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita sul cam-
po F. Supponiamo che pp si spezzi in fattori lineari su F. Allora T ¢
diagonalizzabile se e solo se il polinomio minimo qr non ha radici multiple.

Dimostrazione. Un blocco di Jordan & diagonalizzabile se e solo se ha di-
mensione 1. Dunque T & diagonalizzabile se e solo [;; = 1, ossia - vedi (1.12)
- se e solo se [; = 1 per ogni i. Per concludere basta ricordare la (1.11)). O
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Capitolo 2

Azioni di gruppi e teoremi di
Sylow

Se X ¢ un insieme non vuoto, Sx indica l'insieme di tutte le applica-
zioni biunivoche di X in sé. Questo insieme € un gruppo rispetto alla
composizione.

Un’azione del gruppo G sull’insieme non vuoto X & un morfismo « :
G— S X.

In modo equivalente possiamo definire una azione di G su X come una
applicazione A : G x X — X che soddisfa le due proprieta

1. A(e,z) = x per ogni x € X;
2. A(g1,A(g2,7)) = A(g192,x) per ogni z € X, g1,92 € G.

11 legame fra le due definizioni ¢ nella formula A(g,z) = a(g)(x). Nella pra-
tica si ragiona spesso con 'applicazione A che viene indicata semplicemente
con il puntino: g -z = A(g, x).

Se z € X l'insieme G, := {g € G : g-x = x} & un sottogruppo di G e
viene chiamato stabilizzatore o sottogruppo di isotropia di x. (”Isotropia” =
stesso posto, perché lascia = nello stesso posto.)

Le G-orbita passante per x € X e l'insieme

G r={yeX:3geG:y=g-x}.

Un sottoinsieme Y C X & detto G-invariante se per ogni y € Y e per
ognige Gsihag-yeyY.

Le orbite di G su X formano una partizione di X. La relazione corri-
spondente e

r~y<—=yecG-
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Le classi di equivalenza di ~ sono le orbite. Il quoziente X/ ~ ¢ indicato
con il simbolo X/G. In questo modo l'azione di un gruppo su un insieme X
da luogo ad una relazione di equivalenza su X. Molte delle pitt importanti
relazioni di equivalenza provengono da azioni di gruppo. Per esempio se
V' & uno spazio vettoriale su k, la relazione di equivalenza su V' — {0} che
da luogo al proiettivo, cioe v ~ v’ se e solo se v = X - v per |la € k* &
la relazione corrispondente all’azione di k* (moltiplicativo) su V' — {0} per
moltiplicazione.
Ogni gruppo agisce su sé stesso in vari modi:

1. per moltiplicazione a sinistra:

GxG— G, (g,2) — gz.

2. Per coniugio:

G xG— G, (g, )~ inng(z) := gzg .
Questa azione e speciale perché inn, € Aut G. Dunque ’azione rispet-
ta la struttura di gruppo.

3. Per moltiplicazione a destra:

GxG— G, (g,2) — xg~ L.

Consideriamo ’azione di G su G per coniugio. Se x € G, lo stabilizzatore
di z per questa azione viene chiamato centralizzante di x in G e viene indicato
col simbolo C(z) o Zg(z). Dunque

C(z) =Zg(z) :={g € G: gxr = xg}.

Evidentemente x € Z(G) se e solo se C(z) = G. Inoltre = sta sempre nel
centro del gruppo C(x). Questo ¢ il motivo del nome.

A partire da una azione & possibile costruire tante altre azioni. Il modo
piu stupido & restringere ’azione a un sottogruppo. Se A : G x X — X &
'applicazione che definisce I’azione e H & un sottogruppo di G, allora A,
¢ ’azione ristretta al sottogruppo H.

Per esempio, sia H C G un sottogruppo. Consideriamo ’azione per
moltiplicazione destra e restringiamola ad H. Ci ritroviamo con una azione

di H su G-

HxG— G, (h,x) — xh™ '
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Le orbite di questa azione sono esattamente i laterali sinistri di H: H - x =
xH. Dunque l'insieme dei laterali sinistri, che viene indicato con G/H &
proprio il quoziente di G per H tramite questa azione e dunque la notazione
G/H ¢ compatibile con quella introdotta sopra.

Osserviamo che G agisce su G/H mediante la regola

GxG/H — G/H, (9,aH) — aH.

Infatti questa mappa ¢ ben definita e soddisfa le proprieta di un’azione.

Esercizio 44. Sia X un insieme su cui agiscono due gruppi G ed H. Sup-
poniamo che le due azioni commutino ossia per ogni g € G, h € H ed
zeX

g-(h-z)=h-(g-x).

Verificare che questa condizione equivale al fatto che tutte le trasformazioni
T — g-x sono H-equivarianti. Dimostrare che allora c’e una unica azione
di G sul quoziente X/H tale che la proiezione canonica X — X/H sia
G-equivariante.

Se Y C X ¢ G-invariante, allora A(G' x Y) C Y e possiamo restringere
dominio e codominio di A in modo da ottenere una mappa G x Y — Y che
€ una azione, ’azione ristretta ad Y.

Per esempio se O = G - ¢ & un’orbita, posso restringere ’azione ad O.

Se G agisce su X un punto fisso &€ un punto x € X tale che g-x = z per
ogni g € G. In altre parole G, = G.

L’azione di G su X & detta fedele se il morfismo G — Sx & iniettivo.
L’azione e detta libera se g - x = x implica ¢ = e. Equivalentemente per
ogni x € X lo stabilizzatore ¢ G = {e}. Se l'azione ¢ libera l’applicazione
G — G-z, — g-x ¢ biunivoca per ogni x. Infine 'azione ¢ transitiva se c’e
una unica orbita, ossia dati z,y € X esiste sempre un elemento g € G tale
che y = g - x. Segue che per ogni x € X siha X =G - z.

Esempi: se A € uno spazio affine e G ¢ il gruppo delle affinita, allora
I’azione & transitiva. Se H C G ¢ il gruppo delle traslazioni, allora ’azione
di H su A ¢ libera e transitiva.

Esercizi 1. 1. Sexe€ X, g€ G e H :=(g), allora g-x = x se e solo se
re X,

2. Sia V uno spazio vettoriale. Allora GI(V') agisce su V. Quali sono le
orbite?
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3. Sia (V,{(,)) uno spazio vettoriale euclideo, cioé uno spazio vettoriale
su R con un prodotto scalare definito positivo. Sia G = O(V,()) il
gruppo ortogonale di V. Quali sono le orbite di G?

Un insieme X munito di un’azione del gruppo G si chiama G-insieme.
I G-insieme (per G fissato) formano una categoria. I morfismi fra due G-
insiemi X e Y sono le applicazioni G-equivarianti ossia le mappe f : X — Y
tali che

flg-x)=g- f(z).

In questa categoria un isomorfismo ¢ chiamato G-isomorfismo. In altre paro-
le un G-isomorfismo ¢ una applicazione biunivoca G-equivariante. L’inversa
¢ automaticamente equivariante.

Lemma 45. Se G agisce su X e x € X, allora l'applicazione G/G, — G -x
definita dalla formula aG, — a - x € ben definita, biunivoca ed equivariante

Dimostrazione. Sia f : G — G - x Papplicazione f(a) = a - z. Questa
applicazione ¢ suriettiva per definizione. Inoltre si verifica subito che f (a) =
fb) < O

Il seguente Corollario ¢ una generalizzazione del teorema di Lagrange
secondo il quale I'ordine di un sottogruppo divide l'ordine del gruppo.

Corollario 46. Se il gruppo finito G agisce sull’insieme X e x € X allora

_ ol
G

|G -z

Un’altra costruzione é la seguente. Se G agisce su X e E C X, poniamo
g-E=g(FE)={gz|lx e E}. Allora

G x P(X) — P(X), (g,E)—g-FE

¢ una azione di G su P(X), l'insieme delle parti di X. Un caso particolar-
mente importante e il seguente: consideriamo X = G e facciamo agire G su
sé stesso per conoiugio. Siccome € una azione per automorfismi, se H C G
& un sottogruppo, allora anche g(H) = inng(H) = gH g~ ! & un sottogruppo,
coniugato di H. Dunque otteniamo una azione di G sull’insieme . (G) dei
suoi sottogruppi

G x S (G) — L(Q), (9, H) — gHg™ L.
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L’orbita di H attraverso questa azione e 'insieme di tutti i sottogruppi di
G coniugati ad H. Lo stabilizzatore di H per questa azione e il sottogruppo

Ng(H):={g9€G:gHg ' = H}. (2.1)

Questo sottogruppo ¢ chiamato normalizzante del sottogruppo H in GG. Per
definizione abbiamo H <1 Ng(H). Se H' & un sottogruppo di G che contiene
H e H < H', allora H C Ng(H). Infine H & normale in G se e solo se
Nqg(H) =G.

Esercizio 47. Sia G un gruppo, x € G e H = (x). Dimostrare che Zg(x) C
Ng(H). E vero anche il viceversa? (Suggerimento: pensare a Ss.)

Supponiamo ora che G ed X siano finiti. Sia x1,...,2, un insieme di
rappresentanti per le orbite, nel senso che X/G ={G-z;} e G-x; # G - z;
per ¢ # j. Allora la cosiddetta Equazione delle Orbite

| X = Z[G 1 Ga,| = Z |’GG| | (2.2)
i=1 %

=1

Infatti X = L;G-z;, dunque | X| = >, |G-z;|. Per concludere basta applicare
il Corollario [46]

Se G agisce su X una funzione invariante € una funzione f : X — Y
tale che f(g-x) = f(z) perognige Gex € X.

Esercizio 48. Sia k un campo. Consideriamo linsieme M (m,n) delle ma-
trici m xn a coefficienti in k e il gruppo G := Gl(m, k) x Gl(n, k) che agisce
su M(m,n) in base alla regola

(a,b) - C :=aCb™ L.

Dimostrare che il rango é una funzione invariante M(m,n) — N. Se due
matrici C, D € M(m,n) hanno lo stesso rango, sono nella stessa orbita?

Esercizio 49. Sia p un numero primo e sia k := Fj, il campo finito con p
elementi. Indichiamo con M (n) l'insieme delle matrici quadrate di ordine n
a coefficienti in k. Facciamo agire Gl(n, k) agisce per coniugio su M (n). Per
n > 4 calcolare la cardinalita del quoziente M (n)/ Gl(n, k). (Suggerimento:
sfruttare la forma canonica razionale.)

Teorema 50 (di Cayley). Ogni gruppo é un gruppo di trasformazioni, cioe
agisce effettivamente su qualche spazio. Ogni gruppo finito é un sottogruppo

di Sp per n = |G|.
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Dimostrazione. Sia G un gruppo. Allora G agisce su sé stesso per traslazioni
sinistre: G x G — G, (g,z) — gz. Questa azione ¢ effettiva: infatti se
g-x =z per ogni x € G, allora scegliendo x = e otteniamo g = ge = g-e = e.
Dunque I'unico elemento che agisce su G lasciando fissi tutti gli elementi ¢
I’elemento neutro e. In altre parole il morfismo o : G — Sg € iniettivo. [

Sottogruppi di gruppi abeliani finiti

Proposizione 51. Sia G = (g) un gruppo ciclico di ordine n. Allora

1. o(g®) = )
2. (g°) = (g"™*).
3. G contiene esattamente o(n) generatori.

4. Se H C G ¢ un sottogruppo di ordine d, allora dn, H é ciclico e
H = (g"?).

5. Se d|n, G contiene un unico sottogruppo di ordine d.

6. Formula di Gauss:

n=> o(d). (2.3)

d|n
Dimostrazione. (1) Scriviamo ¢ := (n, s), n = nic, s = syc. Allora (¢°)F =
g°F = 1ssen = cny|sk = cs1k sse ny|s1k sse ni|k. Dunque o(g®) = n; = n/c.

(2) Ovviamente (g°) C (g(™*) visto che (n, s)|s. D’altronde esistono numeri
interi a,b tali che (n,s) = an + bs. Dunque g™ = (g™)*- (¢°)® = (¢°)".
Quindi (¢™)) C (g).

(3) Sia 0 < s < n. Allora o(¢g°) = n se e solo se (n,s) = 1. Quindi i
generatori di G sono esattamente gli elementi ¢g° con 0 < s < n e s primo
con n. Per definizione il numero ¢ ¢(n).

(4) Se d = 1 & ovvio. Altrimenti m = min{i > 0 : ¢* € H} > 0. Sia
s € Z tale che ¢° € H. Allora s = ¢gm +r con 0 < r < m. Ma allora
r = 0, ossia g° € H se e solo se m|s. Dunque H = (¢"™) e m|n. Dunque
d = o(g™) = n/m divide n. Inoltre H & generato da g™ = g"/?.

(5) L’unicita segue immediatamente da (4). Per l'esistenza basta osservare
che o(g™/?) = d.

(6) Raggruppiamo gli elementi di G in base all’ordine: G4 := {z € G : o(x) =
d}. Allora G = Ug,,Gq. Poniamo Hy := (g"/?). Allora Gq C Hy, anzi Gq &
formato esattamente dai generatori di Hy. Dunque |G4| = ¢(d). O
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Proposizione 52. Se G ¢ un gruppo abeliano finito di ordine n e m|n,
allora esiste un sottogruppo H C G con ordine o(H) = m.

Dimostrazione. Cominciamo dal caso in cui G € un p-gruppo: o(G) = p“.

Allora per il Teorema
S
G =@;_1Z/(p™), a= an
i=1

Se m|n = p*, allora m = p®. Scelgo m; tali che 0 < m; < n; e >oiymi =b.
Per la Proposizione esiste un sottogruppo H; C Z/(p™) di ordine m;.
Dunque H = ®;_, H; ¢ un sottogruppo di ordine m. Per il caso generale,
sempre per il Teorema

G:Glx---sz

dove G; & un p;-gruppo e pi,lds, ps sono primi distinti. Dunque se o(G;) =
p;t e mln = pi*---pls, allora m = p?l ---pb. Dunque scelgo sottogruppi
H; C G; di ordine pgi e H= Hy x--- x Hy & il sottogruppo cercato. O

L’ipotesi che il gruppo sia abeliano & essenziale, altrimenti il teorema e
falso come si vede dal seguente esercizio.

Esercizio 53. Dimostrare che A4 non ha sottogruppi di ordine 6.

Nel caso non abeliano ci si deve accontentare di meno, cioe della esistenza
dei sottogruppi di Sylow, che ora definiamo.

Definizione 54. Se p ¢ un numero primo, un p-gruppo €& un gruppo di
ordine una potenza di p. Se G é un gruppo finito, un p-sottogruppo di G
¢ un sottogruppo che é un p-gruppo. Se o(G) = n = p*m e p{m, un p-
sottogruppo di Sylow o semplicemente un p-Sylow di G é un sottogruppo
H C G di ordine p®.

Teorema 55 (di Sylow). Sia G un gruppo finito e p un numero primo.
1. (Sylow I) Esiste un p-Sylow di G.
2. Se H C G e un p-sottogruppo, allora H ¢ contenuto in un p-Sylow.
3. (Sylow II) Tutti i p-Sylow di G sono coniugati.
4. Se P ¢ un p-Sylow di G e ny é il numero dei p-Sylow di G, allora

ny =[G : Ng(P)].
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5. (Sylow III) n, =1 mod p e nylo(G).

a

56. Dalla prima formula in (3) discende che p t n,. Dunque se o(G) = p*m
e (p,m) = 1, segue che ny|m.

57. Per dimostrare i Teoremi di Sylow useremo un tipo particolare di azione
che ora descriviamo. Fissiamo due sottogruppi di G, che chiameremo U ed
H. Consideriamo 'azione del gruppo U x H sull’insieme G definita dalla
formula seguente:

(u, h) -z = uzh™ L.

L’orbita di « per questa azione si indica con Uz H e si chiama laterale doppio.
Ci interessa capire come e fatto lo stabilizzatore di un punto x € G rispetto
a questa agione:

(u,h) - & =x <> h =2 ur.

Dunque
(U x H)y = {(u, 2" uz) : u € U,z ux € H}
Ma z~'ux € H sse v € tHz~!. Quindi
(Ux H)y ={(u,z7 uz) :u c UNazHz Yy 2 UNzHz ' = (27 'Wx) N H.

Pertanto grazie alla Formula delle Orbite (2.2) scelti rappresentanti {x1, ..., x}
otteniamo

k

\U|-|H|
G| = § ) 2.4
] — \(z; Uz;) N H| (24)

Il secondo ingrediente della dimostrazione del Teorema di Sylow & lo
studio di un gruppo particolare molto importante: sia F' il campo con p
elementi e sia Gl(n, p) := Gl(n, F') il gruppo lineare generale a coefficienti in
F.

Sia poi P il sottogruppo di Gl(n,p) formato dalle matrici triangolari
superiori che hanno 1 sulla diagonale, ossia le matrici della forma

1 ... %
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Lemma 58. Gli ordini dei gruppi Gl(n,p) e P sono dati dalle formule
sequenti:

n—1 n
n i n(n—1) .
|Gl(n,p)| = [[@"-p)=p = -J]0 -1,
=0 j=1
n(n—1)
|Pl=p =

In particolare P ¢ un p-Sylow di Gl(n,p).

Dimostrazione. Per contare gli elementi di P basta osservare che ci sono
n(n — 1)/2 elementi della matrice che possiamo scegliere come ci pare (gli
elementi indicati con * nella ) e ciascuno puo assumere come valore i
p diversi elementi del campo F. Dunque ci sono p™(™~1/2 gcelte possibili
per individuare un elemento di P. Questo dimostra la seconda formula.
Per contare gli elementi di Gl(n,p) procediamo cosi. Sia A € Gl(n,p).
Indichiamo con v; la j-esima colonna di A. Costruiamo A una colonna
alla volta. La prima colonna v € un qualsiasi vettore non nullo. Siccome
|F"| = p™ abbiamo p™ — 1 scelte per v;. Per la seconda colonna dobbiamo
scegliere un qualsiasi vettore vy linearmente indipendente da v;, dunque un
vettore di F™ che non appartiene alla retta (v;) generata da v;. Siccome una
retta di F™ ¢ isomorfa ad F, essa contiene p elementi. Quindi [F™ — (v1)| =
p™ — p e dunque per vy abbiamo p™ — p scelte. Procedendo in questo modo,

dopo k passi avremo fissato i vettori linearmente indipendenti vq,...,v; €
dovremo scegliere vgyq in F™ — (vy,...,v). Siccome (vi,...,vx) = F¥,
insieme F™ — (vy,...,v) contiene p” — p* elementi. Questo dimostra la

prima formula per | Gl(n, p)|. Quindi osserviamo che p" — p* = p’(p"~* —1).
Per dimostrare la seconda formula usiamo che

n—1 ) n A
[ -1 =[] -
i=0 j=1
Per concludere basta osservare che p non divide (p — 1) --- (p™ — 1), perché
(p—1)---(p"—=1)=1 mod p. O
Fissiamo n € N e un primo p. Sia eq,...,e, la base canonica di F™.
Definiamo

A: S, — Gl(n,p),

nel modo seguente: se o € S, A(o) € la matrice che ha come colonna j-esima
€o(;)- Se indichiamo con a;;(0) gli elementi della matrice A(c) allora

aij (0’) = 6ia(j) .
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Se 7 ¢ un’altra permutazione allora
Zaik( o)ak; (T Z% )Okr () 250 1 kOkr(j) = io(r(j)) = @ij(OT).
k

Questo dimostra che A : S, — Gl(n,p) & un morfismo di gruppi evidente-
mente iniettivo. Abbiamo dimostrato il seguente

Lemma 59. Per ognin € N e per ogni primo p esiste un morfismo iniettivo
Sp — GI(V, p).

Corollario 60. Se G ¢ un gruppo finito e p € un numero primo, esiste un
morfismo iniettivo G — Gl(n,p) dove n = |G]|.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema di Cayley e il Lemma precedente.
O

Lemma 61. Se G ¢ un gruppo finito, H C G & un sottogruppo e P ¢ un
p-Sylow di G, allora esiste x € G tale che xPx~' N H sia un p-Sylow di H.

Dimostrazione. Supponiamo che |G| = p®m con (p,m) = 1 e che |H| = p’n
con b < aen <m. Ovviamente |P| = p*. Applichiamo la formula ([2.4)) con

U = P: scelti i rappresentanti z1,...,xy si ha
k k
) |P|- |H] 5 p*-pPn
= |G’ = 3 = 3
= |(z; Pxi)ﬂH] = |(z; " Px;) N H|

m =
Z 1le) NH|

Ricordiamo che tutti i termini della somma a destra sono interi, perché sono
uguali all'indice di (P x H)y, in P x H. Almeno uno di essi non ¢ divisibile
per p, visto che la loro somma ¢ uguale ad m e p { m. Supponiamo che sia
il primo a non essere divisibile per p:

p’n
|($I1Px1) ﬂH|'

p1

Poniamo @ := a:l_lle N H. Allora @ ¢ un sottogruppo di H. Inoltre
I’automorfismo inn,, manda () sul sottogruppo PNx1H 1‘1_1, che ¢ contenuto
in P. Per il teorema di Lagrange o(Q) = o(P Nz Pay') = p° con ¢ < a.
Ma @ e sottogruppo di H, dunque ¢ < b. Ma allora

pbn — pbn — pbfcn
|PNayHa Y| p¢
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Siccome questo numero non ¢ diviso da p, concludiamo che ¢ = b, dunque
0(Q) = p’ e quindi Q ¢ un p-Sylow di H. L’clemento x cercato ¢ dunque
T = 1. O

Dimostrazione del Teorema di Sylow. Per il Corollario G ¢ isomorfo a
un sottogruppo di Gl(n,p) dove n = |G|. Il Lemma [61| garantisce che se un
gruppo ha un p-Sylow, ogni suo sottogruppo ha un p-Sylow. Per il Lemma
il gruppo Gl(n,p) ha un p-Sylow. Dunque anche G, che ¢ isomorfo a un
sottogruppo di Gl(n,p) ha un p-Sylow. Questo dimostra Sylow I.

Ora fissiamo un p-Sylow P C G e un p-sottogruppo H C G. Applichiamo di
nuovo il Lemma esiste x € G tale che ' PxNH & un p-Sylow di H. Ma
un p-Sylow di un p-sottogruppo coincide necessariamente col sottogruppo.
Quindi z~'PxNH = H ossia H C = 'Pz. Dunque H ¢ contenuto in z Pz~
che € un p-Sylow di G. Questo dimostra (2).

Se P’ & un altro p-Sylow di G, allora P’ in particolare ¢ un p-sottogruppo,
quindi possiamo applicare di nuovo il ragionamento appena sfruttato e ot-
teniamo = € G tale che P’ C zPz~'. Ma allora P’ = zPz~'. Quindi i
p-Sylow sono tutti coniugati. Questo dimostra Sylow II.

Indichiamo con X linsieme di tutti i p-Sylow di G. Abbiamo appena imo-
strato che X e una unica orbita per I’azione di coniugio di G sui suoi sotto-
gruppi. Ossia, se P € X, X = {gPg 'lg€ G} =G-P. MaG-P=G/Gp
come per ogni azione. In questo caso lo stabilizzatore di P ¢ il normalizzante

Gp = Ng(P), vedi (2.1). Dunque
np = |X| =[G : Ng(P)].

Questo dimostra (4).

Supponiamo n = o(G) = p*m con (p,m) = 1. Siccome Ng(P) D P, avremo
|Ng(P)| = p*m’ con m’|m. Dunque n, = m/m’ divide m e e quindi n. Ri-
mane da dimostrare che n, =1 mod p. Per questo poniamo N := Ng(P).
Incominciamo dimostrando il seguente fatto:

t€G e 27 'Pr C N=z € N. (2.6)

Infatti se 27 'Pz C N, allora P e 2~ 'Px C N sono due p-Sylow di N.
Per Sylow II questi sono coniugati in n, dunque esiste y € N tale che
7 'Pr = y'Py. May € N = y'Py = P, dunque 27 'Pzx = P, e
questo significa che z € N.

Ora consideriamo 'azione di P x N su . Siano di nuovo x1,...,xs i
rappresentanti. Possiamo supporre che e € Px1N. Quindi 'orbita per x;
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coincide con l'orbita per e: ossia Pxr1N = PeN = N. Dunque z; € N,
7 'Pzy =P, z'Pr;))NN=Pe

|(x;'Px1) N N| = |P|. (2.7)

Sia invece ¢ > 1. Siccome le orbite sono disgiunte, z; ¢ N. Per (2.6) questo
comporta che xl-_lpzvl non e contenuto in N, quindi (xi_lPxZ-)ﬁN C xi_lP:ni,
dunque

\(z;*Px;) N N| < |P|.

Segue che il numero |(z; ' Px;) N N| divide p%, ma & strettamente pit1 piccolo.
Abbiamo dimostrato che

1P| .
er ogni ¢ > 1. 2.8
p‘| “TpoynN PO (2.8)
A questo punto applichiamo la (2.4) all’azione di P x N e otteniamo
k
[P - [N
Gl =) ,
P \(x Pz;) N N|

1G] _ 1P|
+
TN Z (Jo; ' Pai) N N[

Per la (2.8)) la sommatoria a secondo membro ¢ divisibile per p, cioe n, =1
mod p. O

Esercizio 62. Siano G e G' gruppi e sia f : G — G’ un morfismo. Se
N' <G allora f~Y(N') < G. Se f ¢ suriettivo e N < G, allora f(N) <1 G'.
In questo caso Uapplicazione N' s f~Y(N') dall’insieme dei sottogruppi
normali di G che contengono ker f all’insieme dei sottogruppi normali di G’
¢ biunivoca, con inversa lapplicazione N — f(N). Se G e G' sono finiti,
allora |f~Y(N")| = |N'| - | ker f|.

Lemma 63. Sia G un p-gruppo di ordine p*. Allora per ognii =10,...,a
esiste un sottogruppo G; normale in G di ordine p'.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su a. Se a = 0 siamo a posto. Se
|G| = p® con a > 0, allora il centro di G non ¢ banale e contiene un elemento
2 di ordine p, per la Proposizione . Sia H := (z). Poniamo G := G/H.
Allora o(G) = p*~!. Dunque per ipotesi induttiva esistono sottogruppi
G; < Goperi=0,.. a—ltahche\G]—p Indicata con 7 : G — G
la proiezione canonica, poniamo Gj 7 1(Gi_1) per i = 1,...,a. Per
'esercizio precendete G; < G e |G;| = |C¥i_1] - |H| = pt. O
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Corollario 64. Sia G un gruppo finito. Se p®|o(G) esiste un sottogruppo di
G di ordine p®.

Corollario 65 (Teorema di Cauchy). Se plo(G), allora G contiene un
elemento di ordine p.

Equazione delle classi. Sia G un gruppo finito e siano z1, ...,z degli
elementi tali che R := Z(G) U{z1,...,x;} sia un sistema di rappresentanti
delle classi di coniugio, ossia ogni elemento di G € coniugato ad un unico
elemento di R. Allora

k
Gl =12(G)| +)_[G: Za(a:)]. (2.9)

i=1

Proposizione 66. Se G ¢ un p-gruppo, allora p|o(Z(G)). Dunque G ha
centro non banale.

Dimostrazione. Partiamo da (2.9)). Siccome x; & Z(G), Za(x;) # G, dunque
[G : Zg(z;)] # 1. D’altronde questo indice & una potenza di p. Dunque p
divide [G : Zg(x;)] per ogni i. Segue che p divide |Z(G)]. O

Esercizio 67. (a) Sia G un gruppo. Se G/Z(QG) é ciclico, allora G é abelia-
no. (b) Sia G un gruppo e sia A C G un sottogruppo abeliano. Supponiamo
che la proiezione m : G — G/Z(Q) sia tale che m(A) = G/Z(G). dimostrare
che allora G ¢ abeliano. (¢) Dimostrare che (a) € un caso particolare di (b).

Corollario 68. Se p ¢ primo e o(G) = p?, allora G ¢ abeliano.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente Z(G) # {1}. Vogliamo di-
mostrare che Z(G) = G. Se cosi non fosse Z(G) avrebbe ordine p e lo stesso
varrebbe per G/Z(G), che pertanto sarebbe un gruppo ciclico. Ma allora G
sarebbe abeliano per ’esercizio precedente. ]

Definizione 69. Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo. Diciamo che H
¢ un sottogruppo caratteristico se per ogni a € Aut G vale o(H) = H.

Esercizio 70. Dimostrare che il centro Z(G) e il sottogruppo dei commu-
tatori |G, G| sono sottogruppi caratteristici.

Esercizio 71. Sia Vy il Vierergruppe o gruppo di Klein, ossia Vy = (Z/2)%.
Allora tutti © sottogruppi sono normali perché Vy é abeliano. Tuttavia Aut Vy =
G1(2,7Z/2) che ¢ transitivo sulle rette del piano (Z/2)?, quindi esiste un au-
tomorfismo che manda ((1,0)) in ((0,1)). Dunque H = ((1,0)) é normale
ma non caratteristico.
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Lemma 72. Un p-Sylow di G é normale se e solo é unico (cioé n, =1) se
e solo se é caratteristico.

Prodotti 1l prodotto diretto o semplicemente il prodotto di due gruppi G
e H ¢ l'insieme G x H provvisto dell’operazione

(g1, h1) - (92, h2) :== (9192, h1h2).

Per studiare un gruppo G & molto utile rappresentarlo come prodotto di
due suoi sottogruppi. Questi sono piu piccoli, quindi e piu facile studiarli.
Quindi vogliamo capire quando un gruppo G & isomorfo al prodotto di due
suoi sottogruppi N e H.

Se A, B sono sottoinsiemi di G, il simbolo AB indica l'insieme di tutti
gli elementi z € G che si possono scrivere nella forma x = ab con a € A e
b € B. Si indica invece con [A, B] il sottogruppo generato dai commutatori
[a,b] = aba=*b"! cona € Aebeb.

Lemma 73. 1. Se N ed H sono sottogruppi di G, allora Uapplicazione
f:NxH— G, f(n,h) =nh ha immagine NH.

2. Senh € NH, allora f~*(nh) = {(nz=',zh) : € NN H}. Dunque

f~Y(nh) ¢ in corrispondenza biunivoca con N N H.

Se N ed H sono finiti, allora |INH| = |N|-|H|/|N N H]|.
Se NG e H<G, allora NH <(@.

Se N,H <G, allora NH <G e [NJH|C NN H.

S e

Se NH<G e NNH = {e}, allora NH = N x H.
Dimostrazione. 1. Ovvio.

2. f(n1,h1) = nh sse nihy = nh sse n"'n; = hhl_l. Basta porre x :=
n~ln, € NNnH.

3. Discende dalla 2

NxH= || ')

zeNH
IN|-|H| = N x H|= 3 [f (=) = INH| - [N n H|
zeNH

4. n1h1 . TLQhQ = nl(hlnghfl) . hlhg.

39



5. x(nh)z~! = (xnx~1) - (zha™1).

6. [n,h] = (nhn=Y)-h~t =n- (hn=th1h).

Se S1,..., Sk sono sottoinsiemi di un gruppo G indichiamo con S7 - - - Sk
I'insieme formato da tutti i prodotti z1 -« -z con x; € S;.

Lemma 74. Siano Ni,..., Ny sottogruppi normali di G. Allora Ni--- Ny
e un sottogruppo normale di G. Supponiamo che per ogni i si abbia

NiN(Ny---N;---Ni) = {e}
dove " indica il termine che viene saltato. Allora ’applicazione
fiNix -+ xXNp— Ny---Ng, f(ny,...,ng):=n1---ng
e un isomorfismo.

Dimostrazione. Cominciamo dal caso k = 2. Il sottoinsieme NiN3 & un
sottogruppo normale di G per il punto [5{ del Lemma Inoltre [N, No] C
N1 N Ny = {e}, quindi i due sottogruppi commutano e dunque f & un mor-
fismo. f e suriettiva per definizione. L’iniettivita discende immediatamente
dalla ipotesi sulla intersezione sfruttando il punto [2| del Lemma Per
k qualsiasi ragioniamo induttivamente supponendo vera la tesi per k£ — 1
sottogruppi. Dunque N := Ny --- N & un sottogruppo normale di G. Per
ipotesi N1 N N = {e}. Segue di nuovo dal punto [5| del Lemma che
Ni-N = Njp--- N ¢ un sottogruppo normale di G. Inoltre 'applicazione f
fattorizza nel modo seguente

ile xXg

NIXNZX"‘XNk NlXN%NlN:NlNQ-HNk

v

dove g : Ng X -+ X N, — N, g(ng,...,nk) = Nng---Ng, h(nl,ﬁ) = nin
e dove idy, xg indica lapplicazione (ni,no,...,ng) — (n1,g(ng,...,ng)).
L’applicazione g € un isomorfismo, dunque anche idy, xg lo €. Mentre h &
un isomorfismo per il caso k = 2.

O

Lemma 75. Se G é un gruppo finito e tutti i sottogruppi di Sylow sono
normali, allora G ¢é isomorfo al loro prodotto.
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Dimostrazione. Sia o(G) = pi'---pi e siano P; l'unico p;-Sylow. Co-
minciamo dimostrando per induzione su k che per ogni £k = 1,...,n si
ha

’PIPk’:pclllka (210)

Se k = 1 ¢ ovvio. Supponiamo k > 1. Osserviamo che N := P;--- P._y
¢ un sottogruppo normale di G, poiché tutti i F; sono normali. Se = €
N N Py, allora o(z) divide o(N) che o(Py). Ma o(Py) = p;*, mentre o(N) =
it ~~-pzk_’11 per ipotesi induttiva. Pertanto o(z) = 1 e N N P, = {e}.
Segue quindi dal Lemma che P,--- P, = NP, & un gruppo isomorfo s
N x Py, quindi |Py---Py| = p{*---pp¥F. Questo dimostra la (2.10). Per
k = n otteniamo |P;---P,| = |P1|---|P,| = |G| dunque P,---P, = G e
I’applicazione

f:Px--xXP,—=G, f(z1,...,20) =21 Ty
¢ biunivoca. D’altro canto, per lo stesso ragionamento fatto sopra
(Py---Py—1) NP, ={e}.

Infatti se x sta in questa intersezione il suo ordine divide sia p®! - - - pg’fll, che
pén quindi = e. Per di piu in questa uguaglianza ’ordine dei FP; non conta,
quindi con lo stesso ragionamento si ottiene anche P; N (P - -- J P, =
{e}. Il Lemma (74| permette di concludere. O

Lemma 76. Se o(G) = pq con p e q primi tali che p < g ept(q—1), allora
G ¢ ciclico.

Dimostrazione. np|q, dunque n, = 1 o n, = ¢q. Nel secondo caso avrei
1 = n, = ¢ mod p, contro I'ipotesi. Dunque n, = 1. D’altro canto ng|p
eng =1+kq Sek #0,1+kq > q> p, dunque 1 + kq { p. Pertanto
k =0eng =1. Dunque se P ¢ il p-Sylow e @ ¢ il g-Sylow, allora P,Q < G,
PN @ ={e}. Dunque |PQ| = pq = |G]|. O

77. Consideriamo adesso la seguente situazione: G € un gruppo, N <G e
H & un sottogruppo di G. Inoltre G = NH e NN H = {e}. In questo caso
I’applicazione f : N x H — G € biunivoca. Se h € H, I'automorfismo interno
inn, € Aut G preserva H, cioe inn,(N) = N, dunque la sua restrizione ad
N & un automorfismo (non necessariamente interno!) di IV, che indichiamo
con 0Oy:

en: N =N, ep(n)=hnh'. (2.11)
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L’applicazione € : H — Aut N & un morfismo di gruppi. Osserviamo che se
(nl, hl), (TLQ,hQ) € N x H, allora

f(n1,h1) - f(ng, he) = nihinghy = 110y, (n2)h1hy =
= f(n1€h1 (n2), hlhg).
Questo significa che se conosciamo N ed H, con la loro struttura di gruppo

e poi conosciamo anche il morfismo ¢, allora siamo in grado di calcolare il
prodotto di G e dunque possiamo ricostruire la struttura del gruppo G.

(2.12)

Questo ragionamento puo anche essere ribaltato.

Teorema T78. Siano N e H gruppi e sia 0 : H — Aut N,h — 0y un
morfismo. Definiamo su N X H un prodotto eg mediante la formula

(n1,h1) o9 (ng, ha) := (n10p, (n2), h1hs). (2.13)

Allora (N x H,eg) é un gruppo. Viene indicato con il simbolo N xg H e
viene chiamato prodotto semidiretto di N ed H. L’elemento neutro é (e,e)
mentre (n,h) ™' = (0,-1(n1). Inoltre N x {e} ¢ un sottogruppo normale di
N x¢ H isomorfo a N, mentre {e} é un sottogruppo di N X9 H isomorfo ad
H e NxgH = (N x{e})-({e} x H). Infine il morfismo € di (2.11) coincide
con 6.

Dimostrazione. E facile verificare che (e, e) € un inverso bilatero per il pro-
dotto ey. Vediamo ’associativita

(n1,h1) 89 ((n2, h2) e (3, h3)) = (n16h, (n20h,(n3)), h1hahs)
((n1,h1) eg (n2, h)) 89 (n3, h3) = (n10p, (n2)0h, h, (n3), h1hahs).

Questi due termini coincidono perché 0, € un automorfismo e ¢ ¢ un mor-
fismo. B facile verificare che (f),-1(n~1) & un inverso bilatero di (n,h) per
il prodotto ey. Abbiamo dimostrato che G := (N x H,ey) & un gruppo.
Consideriamo le mappe

a:N—=G, on)=(nre), B:H—G, pB(h)=/(eh).

E facile verificare che sono entrambe morfismi. Per esempio a(n) eg a(7i) =
(n,e) og (n,e) = (nbe(n),e). Siccome O ¢ un morfismo 0, = idy, dunque
a(n) g a(n) = (nn,e) = a(nn). Poniamo N’ := ima = N x {e}, H' :=
imf = {e} x H. Segue che N’ ed H' sono sottogruppi ed & evidente che
N'H' = N x H = G, siccome

(n,e) eg (e,h) = (n,h).
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Infine
(n,h) e (7, e) o (n,h) "t = (nb(R)n"1, e).
Questo dimostra che N’ <1G e anche che (e, h)eg (71, ¢) ®g (e, h) ™1 = (6,(n), €).
Dunque lisomorfismo € di (2.11)) &
Een((n,e)) = (e,h) o (71, €) o9 (e,h) " = (B4(), €).
Quindi identificando N con N’ ed H con H' nel modo ovvio, € = 0. O

Potremmo chiamare la costruzione sopra prodotto semidiretto esterno.
La situazione descritta in potremmo invece chiamarla prodotto semidi-
retto interno. Nel teorema sopra abbiamo visto che il prodotto semidiretto
esterno puo essere visto come un prodotto semidiretto interno. Ora vediamo
il viceversa.

Proposizione 79. Sia G un gruppo, H C G wun sottogruppo, N < G.
Definiamo € come in (2.11)). SeG = NH e HNN = {e}, allora G = Nx.H.

Dimostrazione. Basta dimostrare che 'applicazione f : N x H — G ¢ un
isomorfismo di N x. H su G. Questa applicazione & suriettiva perché G =
NH ed ¢ iniettiva perche NN H = {e} (Lemma|[73). Infine f & un morfismo

per la (2.12) e per la definizione (2.13)) del prodotto ey. O

Esercizio 80. Siano N ed H gruppi e 0,60’ : H — Aut N morfismi. Se
esistono o € Aut N e B € Aut H tali che

923(}1) =aofpoa
allora ’applicazione

F:NxygH — N xg H,  F(n,h):=(an), 71(h))

e un isomorfismo N xg H =2 N xg H.

Gruppi risolubili Sia G un gruppo. Il sottogruppo dei commutato-
ri [G,G] e caratteristico. Se N < G, allora G/N & abeliano se e solo se
[G,G] C N.

Una catena o serie normale in G & una successione di sottogruppi

G=GoDOG)1D---DGE DGiy1 D+

43



tale che G;4+1 < G; per ogni i e G, = {1} per qualche n. I gruppi G;/G;+1
si chiamano fattori della catena.

Dato G poniamo D°G := G, DG = [D'G, D'G]. Otteniamo cosi la
catena dei derivati di G:

G=DG>D'G>--->D'G>---

Definizione 81. Il gruppo G ¢é risolubile se esiste una catena normale con
fattori abeliani.

Esercizio 82. Sia f : G — G un epimorfismo di gruppi e siano N,N' C G
sottogruppi tali che N < N'. Allora f~Y(N')/f~Y(N) = N'/N.

Teorema 83. Sia G un gruppo finito. Le sequenti condizioni sono equiva-
lenti:

1. G é risolubile.
2. FEsiste una catena normale con fattori ciclici di ordine primo.

3. D"G = {e} per qualche n (ossia la catena dei derivati é una serie
normale).

Dimostrazione. Chiaramente [2| implica Vediamo il viceversa: sia G =
Go D -+ D Gy, = {1} unaserie normale con Gy /G abeliano. Supponiamo
che Gy /Gr11 = Ax B con A ¢ B sottogruppi del gruppo abeliano Gy /G 1.
Sia 7 : Gy — Gj/Gi41 la proiezione canonica. Allora ponendo G) :=
771(A), otteniamo una nuova serie normale

G=GyD DG, DG, DG D -Gy ={1}

Questa e un raffinamento della precedente e ha gli stessi fattori, salvo che
il fattore Gj/Gry1 € sostituto dai due fattori Gp/G) e G} /Gry1. Per
I'Esercizio [82]

Gl/Gr1 =1 1 (A) /Gy = A,

-1
, 7™ (AxB) , AxB
G/ G = 14 ~ A

1%

B.

Per il teorema di classificazione dei gruppi abeliani finiti ¢’¢ una scomposi-
zione

Gk/Gk+1 = @f:l @221 Z/(pij)
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con p; primi. Applicando ripetutamente il ragionamento fatto sopra possia-
mo raffinare la catena in modo che tutti i fattori siano della forma Z/(p™) con
p primo. Indichiamo sempre con {G;} la catena raffinata in questo modo.
Vogliamo fare un ulteriore raffinamento in modo che tutti i quozienti siano
della forma Z/p per un primo p (che dipende dal fattore). Consideriamo
dunque un fattore G /G411 = Z/(p™). Poniamo

G = ﬁ_l((pi)/(p")), 1=0,1,...,n.

Allora Gyo =7 YZ/(p")) = Gi e G > G i+1. Sempre per I'Esercizio

~ )/ L @) L
Gkl G = i) ) = ) = 2P

Abbiamo dimostrato che [I] implica [2}

Per convincersi che 3| implica [1| & sufficiente osservare che se D"G = {e}
allora la serie derivata & una catena normale e i fattori D'G/D"1G =
D'G/[D'G, D'G] sono abeliani.

Vediamo che viceversa [1] implica [3| Sia {G;}; una catena normali con fat-
tori abeliani. Allora D'G C G;. Infatti per i = 0 questo ¢ ovvio. Se
D'G C Gy, allora D'P'G = [D'G, D'G] C [G;,G;]. Siccome G;/Giy1 @
abeliano, [G;,G;] C Gir1. Dunque DG C Gyy1. Questo dimostra che
D'G C G per ogni i. Se G,, = {e}, allora anche D"G = {e}. O

Il gruppo moltiplicativo di un campo finito

Lemma 84. Sia G un gruppo di ordine n. Supponiamo che per ogni d che
divide n si abbia |{x € G : 2% = e}| < d. Allora G ¢ ciclico.

Dimostrazione. Poniamo G := {x € G: 2% =e} e Gy :={r € G : o(z) =
d}. Sia d|n. Se Gq # @, fissiamo g € G4. Allora (xg) C G? e |{x0)| = d.
Dall’ipotesi segue dunque (o) = G Quindi G4 C G%, anzi G4 ¢ I'insieme
dei generatori di (xg) = Z/d. Pertanto |G4| = ¢(d). Abbiamo dimostrato
che per ogni d che divide n o |G4| = 0 oppure |G4| = ¢(d). Ma per la
formula di Gauss

n=161=31Gd < 3 o(d) = n.

dln dln

Dunque si ha in realta |G4| = ¢(d) per oni d e quindi in particolare |G| =
©(n) > 0, dunque esistono generatori di G. O
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Teorema 85. Sia F' un campo e sia (F* := F —{0},-) il suo gruppo molti-
plicativo. Se G C F* ¢é un sottogruppo finito, allora G ¢ ciclico. un gruppo
ciclico.

Dimostrazione. Sia n := |G|. Per ogni d che divide n gli elementi z € F*
tali che 2% = 1 sono tutte e sole le radici del polinomio z¢ — 1 che ha grado
d. Dunque questi elementi sono al massimo d. A maggior ragione |G4| < d.
Il teorema segue dal precedente lemma. O
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Capitolo 3

Campi

3.1 Estensioni di campi

Definizione 86. Dato un anello A consideriamo il morfismo ¢ : Z — A,
p(m) :=m-14. Il nucleo di ¢ é un ideale principale. C’¢ un unico n > 0
tale che ker p = (n). Diciamo che n ¢é la caratteristica dell’anello A.

Lemma 87. Sia K un campo di caratteristica n. Sen =0, alloram-x =10
conméeZex e K seesolosex=00m=0. Sen >0 allora n é primo,
n-x=0perognizx € K esem-x=0 perunz e K, xz#0, allora n|m.

L’immagine di ¢ : Z — K & contenuta in qualunque sottocampo di K.
Il campo da essa generato viene chiamato campo primo di K. Se car K = 0,
I'immagine ¢(Z) C K & un anello isomorfo a Z e il campo primo & isomorfo
a Q. Se car K = p, allora ¢(Z) = Z/(p) = Z/p e coincide con il campo
primo.

Una estensione di campi ¢ un morfismo di anelli ¢ : F — E dove F' ed
FE sono campi. Siccome ¢ € un morfismo di anelli, ker: ¢ un ideale di F.
Siccome i(1) = 1, keri C F. Dunque keri = {0} e ¢ iniettivo. Tramite ¢
si puo identificare F' con i(F) C E. Quindi ci si puo spesso ridurre al caso
in cui /' C E & un sottocampo. Salvo indicazione contraria faremo sempre
questa identificazione. Se F' C E & una estensione di campi, scriviamo E/F'.

Se E/F & una estensione di campi, E & uno spazio vettoriale su F.
Infatti possiamo restringere (F,+) € un gruppo abeliano. Inoltre possiamo
restringere il prodotto di E al sottoinsieme F' x E e otteniamo cosi una
applicazione ' x F — FE. E immediato verificare che con questa operazione
FE & uno spazio vettoriale su F. Il grado dell’estensione & il numero

[E : F] :=dimp E.
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Esercizio 88. Sia E1/F e Es/F due estensioni di F. Consideriamo E; ed
FEy come F-spazi vettoriali nel modo appena descritto. Dimostrare che un
morfismo di anelli o : By — FEs é una applicazione F-lineare se e solo se
Ol = idpg.

Ci sono estensioni finite, p.e. C/R ha grado 2, ed infinite, per esempio
R/Q.

Se E/K & una estensione di campi, un campo intermedio ¢ un campo
F tale K C FF C E. Se S C FE ¢ un sottoinsieme qualsiasi, il sottocampo
generato da S, indicato con K (S5), e I'intersezione di tutti i campi intermedi
che contengono S:

K(S):= (] F

KCFCE
SCF

Data una estensione E/K, e a € E il sottocampo K(«) & formato da

tutte le funzioni razionali valutate in a:
p(@)
Ka)=<—*:p,q€ K|z],q(a 750}.
@ ={2 ], 4(0)

Lemma 89. Se E/F ed FK sono estensioni finite, anche E/K lo é e
[E:K|=I[E:F| [F:K]. Viceversa, se E/K ¢ finita anche E/F e F/K
sono finite.

Se F'C E ed S ¢ un sottoinsieme di F, allora F'(S) ¢ formato da tutti gli
elementi di E che posso scrivere nella forma f(aq,...,ay), dove f =p/q €
F(Xy,...,X,) ¢ una funzione razionale definita in (aq,...,qy), ossia tale
che ¢(a1,...,a,) #0.

Sia E//F una estensione. Diciamo che S C E' ¢ un sistema di generatori
dell’estensione E/F se E = F(S).

Una estensione E/F' ¢ finitamente generata se esiste un insieme finito S
tale che £ = F(95).

Una estensione FE/F ¢ semplice se ¢ generata da un solo elemento, ossia
esiste a € E tale che E = F(«).

Sia E//F una estensione. L’elemento o € E ¢ algebrico su F se esiste un
polinomio p(x) € F[X] tale che p(z) # 0 e p(ar) = 0. Se « non ¢ algebrico,
diciamo che ¢ trascendente su F. Possiamo riformulare queste definizione
usando il morfismo di valutazione in o:

p: F[X] — F, p(z) = pla).
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L’elemento « € trascendente se @ € iniettivo, mentre « € algebrico se ker ¢ #
{0}. In questo caso, si chiama polinomio minimo di a su F, indicato con
Ma,F O Mg, il generatore monico dell’ideale ker .

Esercizio 90. Se a € E ¢ trascendente su F, allora [E : F] = 0.

Lemma 91. Se E = F(a) e a ¢é algebrico su F e ha polinomio minimo f,
allora la valutazione in o induce un isomorfismo sia di campi che di spazi
vettoriali su F

FIX]/(f) = F(a), g(x)+ (f) = g(a).
Inoltre [F(a) : F] = deg f.

Dimostrazione. Sia ¢ il morfismo di valutazione in o. Alloraim¢ C E & un
dominio di integrita. Dunque ker ¢ ¢ un ideale primo. Ma F[X] ¢ un domi-
nio a ideali principali, dunque ker ¢ & automaticamente massimale. Quindi
ime = F[X]/ker ¢ ¢ in realta un campo. Chiaramente a@ = ¢(X) € im .
Inoltre F' C imp: se A € F', posso vedere A come un polinomio costante in
F[X] e chiaramente ¢(\) = A € im¢. Dunque F(a) C im¢. D’altronde sia
K un campo intermedio fra F' ed E che contiene «. Allora K contiene an-
che p(«) per ogni p(X) € F[X]. Dunque im ¢ C K. Pertanto im ¢ = F(«).
Dunque F(a) = F[X]/kerp. Ma (f) = ker ¢ per la definizione di polino-
mio minimo. Sia 7 : F[X| — F[X]/(f) la proiezione e sia d := deg f. Per
concludere basta dimostrare che Z = {n(1),7(X),...,7(X% 1)} & una base
di F[X]/(f) su F. Siano dati scalari \; € F tali che

Ao (1) + M (X) + -+ + Agam(XH) =0

Sfruttando che 7 ¢ sia un morfismo di anelli che di spazi vettoriali su F
otteniamo allora

7T()\0 -1+ )\1X + -+ )\d_le_l) =0,
= (X)) =X 1+ MX 4+ + N X ekerm.
Ma allora avrei g € (f) e degq < deg f, quindi ¢ = 0, ossia A\; = 0. Dunque
2 ¢ linearmente indipendente. Sia poi y € F[X]/(f). Allora y = 7(h) per
qualche polinomio h € F[X]. Dividiamo h per f: h = qf +r con q,r € F[X]

er=0o0degr <d. Allora y = w(h) = m(r) che sta certamente nello spazio
generato da 4. O

Questo lemma dice in particolare che se « € algebrico su F', gli elementi
di F[a] si possono scrivere come polinomi in «. Non c¢’¢ bisogno di usare le
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funzioni razionali. Possiamo ridimostrare questo fatto in modo piu diretto,
anche se completamente equivalente: sia y € p(a) € F(«) e supponiamo
y # 0. Allora p ¢ kery, dunque f { p, dunque (F,p) = 1 perché f &
irriducibile. Sia 1 = gp + hf con ¢, h € F[X]. Allora 1 = g(a)p(a). Quindi
1/y & ancora della forma ¢g(«). Questo spiega perché le espressioni p(«) con
p un polinomio formino un campo.

Corollario 92. Sia E/F una estensione e sia o € E. Allora o & algebrico
su F se e solo se [F(a): F| < co.

Dimostrazione. Se [F(a) : F] = d, allora gli elementi 1,c,...,a sono li-

nearmente dipendenti su F, dunque esistono ag,...,aq € F non tutti nulli
e tali che

ao+a1a+-~+adad:0.

Questo dimostra che « e algebrico. Un’altra dimostrazione si ottiene sfrut-
tando I’Esercizio Viceversa, se a ¢ algebrico, allora [F(a) : F| =
deg m,, < o0. O

Una estensione E/F' ¢ algebrica se ogni o € F ¢ algebrico su F.

Lemma 93. Sia E/F una estensione. Le tre proprieta sequenti sono equi-
valenti

1. E/F ¢ finita;
2. E/F ¢ algebrica e finitamente generata;
3. E/F ¢ generata da un numero finito di elementi algebrici.

Lemma 94. Consideriamo tre campi K C F C E. Le estensioni E/F ed
F/K sono algebriche se e solo se E/K ¢é algebrica.

Procedimento di Kronecker . Sia F' un campo e sia f(x) € F[X] un
polinomio irriducibile. Allora esiste una estensione algebrica E/F nella
quale f ha una radice. Inoltre possiamo supporre che E = F(a) dove a €
una radice di f e in tal caso [E : F| = deg f.

Dimostrazione. Poniamo E := F[X]/(f) e sia m : F[X] — E la proiezione.
Siccome f ¢ irriducibile, (f) € massimale, dunque E ¢ un campo. La compo-
sizione F' — F[X] — F[X]/(f) = E, da un morfismo F' — E, dunque E/F
¢ una estensione di campi. La proiezione 7 € un morfismo di anelli. Siccome
F[X] ¢ uno spazio vettoriale su F' e (f) & un sottospazio, il quoziente E &
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anche uno spazio vettoriale su F' e la proiezione m & anche F-lineare. Po-
niamo « := 7(X). Vogliamo vedere che f(a) = 0. Sia f(X) =1 a; X"
Allora

fla) = Zaiai = Zaﬂr(X)i = Zaﬂr(Xi) =
=0 i=0

=0
=T (Z aiXZ) =7(f).
1=0

Nella prima riga m(X)’ = 7(X?) perché 7 ¢ un morfismo di anelli; nella
seconda invece usiamo che 7 ¢ F-lineare. Siccome f € (f), n(f) = 0.
Dunque «a € F ¢ una radice di f. O

Corollario 95. Sia F un campo e siano fi,..., fn € F[X]. Allora esiste
una estensione finita E/F in cui ciascuno dei polinomi ha una radice.

Definizione 96. Un campo E ¢é algebricamente chiuso (e per indicarlo scri-
viamo E = E) se ogni polinomio non costante (cioé di grado > 1) ha almeno
una radice in E.

Esercizio 97. Il campo E é algebricamente chiuso se e solo se ogni poli-
nomio f(X) € E[X] di grado n > 1 si spezza in fattori lineari su E, cioé
f(X)=a(z— A1) (x— Ap) in E[X].

Definizione 98. Una chiusura algebrica di un campo K é una estensione
algebrica L/ K con L ¢é algebricamente chiuso.

Teorema 99. Per ogni campo K esiste una chiusura algebrica.
Incominciamo con il seguente lemma che ha interesse indipendente.

Lemma 100. Se K ¢é un campo e L/K ¢é una estensione con L algebrica-
mente chiuso, allora l'insieme

KY:={a€L:a éalgebrico su K}

¢ un campo intermedio K C K C L, ¢ algebricamente chiuso e l’estensione
KU/K ¢ algebrica. Dunque K*/K ¢ una chiusura algebrica di K.

Dimostrazione del Teoremal94. Sia I := {f € K[X]:deg f > 1}. L’insieme
I & infinito. Sia A := K[Xy: f € I]. Se f € I, allora X € una variabile del-
l'anello A. D’altronde f = f(X) & un polinomio nella variabile X. Possiamo
sostituite la variabile Xy alla variabile X e otteniamo il polinomio f(Xj).
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Se f(X) =31 ya; X", allora f(Xf) => 1, aiX}. Quindi f(Xy) € A. Sia
a Iideale di A generato da tutti gli elementi f(X;) al variare di f in I. Per
prima cosa facciamo vedere che a # A. Ragioniamo per assurdo. Se fosse
a=A, avremmo 1 € a, dunque esisterebbero f1,...,fn, €legr,...,gn € A
tali che

1= Zgifi(Xfi)-

i=1

Per il Corollariouna estensione finita K’/ K che contiene elementi o, . . . oy,
tali che f;(a;) = 0 per ogni i = 1,...,n. A questo punto sia o : K — K’
I'inclusione e consideriamo la valutazione

Xp—=ap i=1,...,n

K[X;:iel — K/, .
Xy—=0 f#fiperi=1,...,n.

Tramite questa valutazione i polinomi g; assumeranno certi valori 3; € K’,
mentre i polinomi f;(Xy,) verrano valutati in «o; e dunque si annullerrano.
Pertanto otterremmo 'equazione 1 =), 3; - 0 = 0. Assurdo. Questo dimo-
stra che 1 ¢ a e a C A. Sia quindi m un ideale massimale di A contenente
a. Poniamo L; := A/m esiam: A — L; ¢ la proiezione canonica. Allora L;
¢ un campo e K abbiamo il morfismo K — A = L;, dunque L;/K ¢ una
estensione. Poniamo Ly := K. L’estensione L;/Lg ha la seguente proprieta:
ogni polinomio non costante in Lo[X] ha almeno una radice in L;. Iterando
la costruzione otteniamo per ogni n € N una estensione L, /L,_1 tale che
ogni polinomio non costante in L,_1[X] ha una radice in L,,. Poniamo

L= [j L,.
n=0

Se fissiamo un numero finito di elementi di L, esiste n tale che L, contie-
ne tutti gli elementi considerati. Da questo segue che L & un campo. Se
f(X) € L[X], i coefficienti di f appartengono a L,, per un certo n. Dunque
f(X) € L,[X], per cui f(X) ha una radice in L,4+1[X]. Questo dimostra
che L & algebricamente chiuso. Applicando il Lemma [I00] otteniamo una
chiusura algebrica di K. (In realta si puo dimostrare facilmente che ciascu-
na delle estensioni L,1/L, ¢ algebrica e da questo discende che anche L/K
¢ algebrica.) O

Ora ci chiediamo se la chiusura algebrica di un campo K € unica. Risulta
che & unica a meno di isomorfismo, anche se questo isomorfismo non e cano-
nico. La dimostrazione sfrutta i due teoremi seguenti che serviranno anche
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in altri passi decisivi. Per prima cosa introduciamo la seguente notazione:
se 0 : K — L & un morfismo di campi, e f =3 1" ;a; X" € K[X], allora f°
indica il polinomio
n
fo= Za(ai)Xz.

i=0
L’applicazione f +— f? ¢ un morfismo K[X] — L[X] che estende o.

Teorema 101. Sia o : K — L un morfismo di campi. Sia K' = K(«) una
estensione semplice algebrica e sia f il polinomio minimo di a.

1. Se o’ : K" — L é un morfismo che estende o, allora o’ (a) é una radice

di f°.

2. Se B € L é una radice di f°, allora esiste uno ed un solo morfismo
o' : K" — L che estende o e tale che o'(a) = .

3. Le possibili estensioni di o a K' sono al pit deg f = [K' : K].

Dimostrazione. 11 punto (1) & semplice: siccome ¢’ estende o, f7(0'(a)) =
17 (0'(@)) = o' (f(a)) = 0'(0) = 0.

(2) Sappiamo dal Lemma [91| che esiste un isomorfismo ¢ : K[X]|(f) = K(«)
tale che ¢(X) = a. Per lo stesso motivo, siccome (3 ¢ una radice di f?, ¢’¢ un
isomorfismo ¢ : o(K)[X]/(f?) = o(K)(B). Infine o induce un isomorfismo

n: K[X/(f) = o(B)[X]/(f7), 9(X) + () = ¢7(X) + (7).

Ovviamente ¢y, = idg € Y|,y = ido(x). Se includiamo K in K[X]/(f)
mediante I'applicazione A + X + (f), allora 7, = o. Allora poniamo
o' = ne~!. Questa mappa ¢ un isomorfismo di K(a) su o(K)(B) C L e
o’ |k = 0. Questo dimostra I'esistenza. D’altro canto, K & generato da K
e a come anello. Quindi ogni morfismo da K’ in L ¢ determinato dal suo
comportamento su K e su a. Se un morfismo estende ¢ e manda « in (3,
deve coincidere con quello appena costruito.

(3) Per i due primi punti applicazione che associa ad una estensione o’ 1’ele-
mento ¢’(« € una mappa biunivoca dall’insieme delle estensioni nell’insieme
delle radici di f7 in L. O

Teorema 102. Sia K'/K una estensione algebrica e sia L un campo al-
gebricamente chiuso. Sia o : K — L un morfismo. Allora esiste sempre
un morfismo o' : K' — L che estende 0. Se K' & algebricamente chiuso e
L/o(K) ¢ algebrica, allora ogni estensione é un isomorfismo K' = L.
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Dimostrazione. Consideriamo l'insieme 9 formato da tutte le coppie (F, 1),
dove F & un campo intermerdio K C FF C K' e 7 : F — L & un morfismo
che estende o. L’insieme 9 # & perché (K, o) € M. Consideriamo su M
la seguente relazione:

(Fr)<(FirYy<= FCF er=1.

E facile verificare che si tratta di una relazione di ordine. Sia € := {(Fu, 7o) }aer
una catena in (9, <), ossia per ogni o, f € I o (Fu,7a) < (F3,73) O
(Fg,73) < (Fu, Ta). Poniamo

Fy = UFa

ael

e definiamo 7 : Foo — L imponendo che 7o (a) = 74(a) se a € F,. Questa
¢ una buona definizione. Infatti supponiamo che a appartenga anche ad
un altro campo Fpg. Se (Fu, 7o) < (Fp,7p), allora 7, = 8|, » dunque
To(a) = 78(a). Se invece (Fg,73) < (Fu,Ta) si ragiona nello stesso modo.
Dunque (Fix,7~) appartiene ad 9 ed ¢ un maggiorante della catena €.
Abbiamo dimostrato che ogni catena in 97 ha un maggiorante. Per il Lemma
di Zorn esiste un elemento massimale (E,7) di 9. Ora dimostriamo che
E = K'. Infatti se fosse E C K’', fissiamo a € F — K’ e consideriamo
F:=E(a) C K'. Siccome a ¢ K', E C F. Sia f il polinomio minimo di «
su F. Siccome L ¢ algebricamente chiuso, esiste una radice g € L di f7. Per
il Lemma, esiste 7/ : ' — L che estende 7 e quindi anche o. Ma allora
(F,7") sarebbe un elemento di 91 tale che (E,7) < (F,7') e (E,7) # (F, '),
contro il fatto che (E,7) & massimale. Assurdo. Dunque E = K’, quindi
’estensione cercata & (K’ o’ := 7).

Dimostriamo l'ultima affermazione. Sia n : K/ — L una estensione di o.
Allora n(K') & un campo isomorfo a K’. Siccome K’ & algebricamente chiuso,
anche n(K’) lo &. Siccome o(K) C n(K’), dall'ipotesi che L/o(K) sia una
estensione algebrica, segue che anche L/n(K’) ¢ algebrica. Siccome n(K') ¢
algebricamente chiuso, questa estensione & banale, ossia n(K’) = L. Dunque
n ¢ un isomorfismo di K’ su L. O

Lemma 103. Se F' ¢ un campo finito o numerabile e E/F ¢ una estensione
algebrica, allora E é numerabile.

Dimostrazione. Se F' & numerabile, F ¢ numerabile e dunque anche F[X],
che & unione numerabile si F-spazi vettoriali finito-dimensionali, € numerabi-
le. Ora consideriamo l'applicazione ¢ : E— — F[X] che associaad a« € E—F
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il suo polinomio minimo su F', che indichiamo con m,. Ovviamente

E-F= || ¢'(f).

feF[X]

La controimmagine ¢~ !(f) contiene le radici di f in E. Puo essere vuota,
ma questo non ci disturba. In ogni caso ¢ finita: contiene al massimo deg f
elementi. Dunque E — F' & unione numerabile di insiemi finiti. Pertanto e
numerabile e il teorema & dimostrato. O

Definizione 104. Poniamo Q := @C. Dunque Q é una chiusura algebrica
di Q. Gli elementi di Q sono chiamati numeri algebrici perché sono algebrici
su Q. Gli elementi di C — Q sono chiamati numeri trascendenti.

Corollario 105. Q ¢ numerabile. Esistono numeri trascendenti.

3.2 Campi di spezzamento

Sia F' un campo e sia f(X) € F[X] un polinomio non costante. Diciamo
che f si spezza su una estensione F/F se in E[X] f si scrive come prodotto
di fattori lineari:

fX)=c- (z—ai) - (z— ag).

Diciamo che E/F & un campo di spezzamento di f su F se f si spezza su E
e se f non si spezza su nessun campo intermedio F C E' C E.

E immediato verificare che F ¢ un campo di spezzamento di f se e solo
se f sispezza su E ed E ¢ generato dalle radici di f: E = F(ay,...,an).
Ovviamente un campo di spezzamento di un polinomio ¢ una estensione
finita.

Proposizione 106. Sia f(x) € F[X]| un polinomio di grado d > 1. Al-
lora esiste un campo di spezzamento E/F di f con [E : F] < dl. Se f ¢
irriducibile, allora d|[E : F].

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su d che ’enunciato vale per
qualsiasi campo F. Sia d =1 ed F qualsiasi. Allora f(X) =X —-aea€F,
dunque E = F e [E : F| = 1, quindi I’enunciato & vero. Sia poi deff =d >
1. Sia f = gh con g irriducibile. Per il procedimento di Kronecker esiste una
estensione semplice Ey = F(«y) dove g(ay) =0 e [Ey : F] = degg =: d;.
Pertanto g(X) = (X —aq) - g1(X) in F1[X]. Per induzione esiste un campo
di spezzamento F di g; - h su Ej tale che [E : Ey] < (d — 1)l. Siamo
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ag,...,ap le radici di g1h. Allora E = Ei(ag,...,a,) = F(aq,...,an)
e f(X) = (X —a1)  g1(X)h(X) si spezza su E. Dunque E ¢ un campo
di spezzamento di f(X) su F. Infine [EF : F] = [E : Ey]| - [Ey : F] <
(d —1)!d; < d!. Supponiamo infine che f(X) sia irriducibile su F. Allora
g=fed=dy =[E: F]. Dunque d | [E: F]. O

Esercizio 107. Sia p = v/2 e ¢ = e*™/3. Sia K = Q(p) e E = (p,¢). Il
polinomio minimo di p su Q ¢ f(X) = X3 — 2. Tuttavia K non ¢é il campo
di spezzamento di f su Q. Infatti il campo di spezzamento di f suQ e E e
[E : Q] = 6. Infine dimostrare che E = Q(ip().

Proposizione 108. Siano E/F ed E'/F due campi di spezzamento del
polinomio f € F[X]. Sia E'" una chiusura algebrica di E'. Allora per ogni
morfismo F-lineare n: E — E' si ha n(E) = E'.

Dimostrazione. Sia f(X) = (x — a1) -+ (z — ap) lo spezzamento di f su
E, esia f(X) = (x —a}) - (x — a,) quello su E'. Siccome 7, = idF, si
ha f7 = f, dunque f(X) = (z —n(a1)) - (z — n(an)) & uno spezzamento

di f su E’. Ma E' C E', quindi abbiamo due spezzamenti di f su E’ che

devono coincidere. Dunque {n(aq),...,n(an)} = {af,...,al,}. Ma allora
E' =F(dy,...,a)) =n(F(aq,...,an)) =n(E). O

Corollario 109. Il campo di spezzamento di un polinomio € unico a meno
di isomorfismo.

Dimostrazione. Siano E/F ed E'/F due campi di spezzamento del polino-
mio f € F[X]. Fissiamo una chiusura algebrica £’ di E’. Consideriamo il
morfismo ¢ : F < E' < E’ ottenuto componendo le inclusioni. Siccome
E/F & algebrica e E’ & algebricamente chiuso, il Teorema assicura che o
si estende a un morfismo i : E — E’. Per il Lemma precedente n(E) = E',
dunque 1 d& un isomorfismo £ = E’. O

Esercizio 110. Sia E/F una estensione di grado n. Sia o € E. Supponia-
mo che esistano morfismi F-lineari o; : E — E per i = 1,...,n, tali che
oi(a) # oj(a) peri # j e oy —idg. Allora E = F(«a) ed E é il campo di
spezzamento di me F.

Definizione 111. Una estensione algebrica E/F ¢é normale se ogni poli-

nomio trriducibile a coefficienti in F' che ha una radice in E si spezza su
E.

Esercizio 112. Una estensione algebrica E/F ¢ normale se per ogni o € E
il polinomio minimo mq. f st spezza su E.
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Svolgimento. Sia E/F normale e a € E. Allora mq r € irriducibile e ha
una radice, dunque si spezza. Viceversa, supponiamo che m, r si spezzi per
ogni o € E. Sia f € F[X] un polinomio irriducibile che ha una radice « in
E. Allora f = c¢-mq,r, c € F* e mq  si spezza in E[X]. Dunque E/F &
normale. O

Teorema 113. Sia E/F una estensione finita. Le sequenti condizioni sono
equivalenti.

1. Ogni morfismo F-lineare E — E ha immagine contenuta in E.
2. L’estensione E/F ¢ normale.
3. EJF ¢ il campo di spezzamento di un polinomio f € F[X].

Dimostrazione. :> Sia f € F[X] esia a € F unaradicedi f. Sia 8 € £
un’altra radice di f. Dobbiamo mostrare che 3 € E. Per il Teorema [I0] ¢’¢
un isomorfismo F-lineare o : F(a) — F(B). Siccome F(B) C E possiamo
vedere o come un morfismo F(a) — E’. Visto che E/F & algebrica e E’ &
algebricamente chiuso, possiamo applicare il Teorema [102] e otteniamo che
o si estende ad un morfismo F-lineare n : E — E. Ma allora n(E) = E per
la condizione |l Dunque F(5) C n(F(a)) C n(E) = E. Questo prova che
B € E, come desiderato.

= E/F ¢ finita, dunque finitamente generata: E = F(aq,...,an).
Sia p; il polinomio minimo di «; e f := py---p,. Allora E & il campo di
spezzamento di f. Infatti ciascuno dei p; ha una radice in F e ’estensione
E/F & normale. Dunque tutti i p; si spezzano su E, ossia f si spezza su E.
D’altronde F ¢ generato da {a1,...,a,} che ¢ un sottoinsieme delle radici
di f.

= Se E/F ¢ il campo di spezzamento di un polinomio f, la validita
della condizione [I] ¢ assicurata dalla Proposizione [108 O

Esercizio 114. Sia K C L C M wuna catena di campi e sia o € M. Allora
Ma,L|Ma, ik i LIX].

Lemma 115. Sia K C L C M una catena di campi. Se M/K é normale,
anche M/L lo é.

Dimostrazione. Per prima cosa osserviamo che se o € M, allora mq 1, |ma. i
in L[X]. Sia ora f € L[X] irriducibile e sia f(a) = 0. Allora f = c-mq,r,
per una costante ¢ € F*. Ma allora f|mq x in L[X]. D’altronde mq i €
irriducibile in K[X] e ha una radice in M, dunque si spezza in K[X] e quindi
anche in L[X]. Siccome f divide mq, x anche f si spezza in L[X]. O
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3.3 Separabilita

Definizione 116. Un polinomio a coefficienti in un campo F é separabile
se non ha radici multiple in nessuna estensione di F.

Osserviamo che le radici di un polinomio a coefficienti in F' stanno sempre
in una estensione algebrica di F. Inoltre ogni estensione algebrica di F' e
contenuta in una chiusura algebrica di F'. Infine tutte le chiusure algebriche
di F' sono isomorfe. Quindi un polinomio a coefficienti in F' & separabile se
e solo se non ha radici multiple in una chiusura algebrica di F.

Definizione 117. Sia E/F una estensione algebrica e o € E. Diciamo che
a e un elemento separabile su F' se my, € un polinomio separabile. Diciamo
che E/F ¢ una estensione separabile se ogni elemento di E é separabile.

Lemma 118. Sia f(X) € F[X] irriducibile. Se f non é separabile, f' = 0.

Dimostrazione. Le radici multiple di f sono le radici comuni di f(X) e di
f/(X). Sia E/F una estensione e sia o € E una radice multipla. Dunque in
E[X] il polinomio 2 — « divide sia f(X) che f/(X). Indichiamo con (f, f")g
il massimo comun divisore di f e f’ in E[X]. Dunque z — o|(f, f')g. Ma
(f, fHEel(f, f)Fr. Quindi anche (f, f')p # 1. Ma f ¢ irriducibile. Dunque
(f,f)r = f (a meno di associati). Quindi f|f’. Siccome deg f’ < deg f
questo & possibile solo se f' = 0. O

Se F' ¢ un campo e tutte le estensioni algebriche di F sono separabili, si
dice che F' & un campo perfetto.

Corollario 119. Se car F' = 0 ogni polinomio irriducibile a coefficienti in
F' é separabile e ogni estensione algebrica di F' é separabile. Ogni campo di
caratteristica 0 é perfetto.

Teorema 120 (dell’elemento primitivo). Una estensione E/F finita e se-
parabile é semplice, ossia esiste un elemento o € E (I’elemento primitivo)
tale che E = F(«).

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente F' finito. Dunque anche F e finito,
visto che € uno spazio vettoriale di dimensione finita su F. Ma allora il
gruppo moltiplicativo E* e ciclico, per il Teorema Se a € E* & un
generatore, allora F = F(«).

Supponiamo ora F' infinito e cominciamo dal caso in cui E = F(a, ).
Vogliamo mostrare che esiste v tale che E = F(y). Lo cerchiamo nella forma
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v = a+tp, per qualche t € F'. Poniamo F; := F(a+1tf3). Se B € F;, allora
anche a € Fy, dunque F; = E e siamo a posto. Poniamo

g :=mgp.

Ora ragioniamo per assurdo: supponendo che § ¢ F; per ogni t, dimostre-

remo che g non ¢ separabile. Questo contrasta con I'ipotesi che ’estensione

sia F//F sia separabile e dunque & assurdo. In questo modo dimostreremo

che esiste almeno un ¢t € F' tale che 8 € Fy, dunque E = F}; come desiderato.
Supponiamo quindi 8 ¢ F; per ogni t € F'. Poniamo

pt :mﬁ7Ft'

Siccome ( ¢ Fy, degpy > 2. Inoltre F C F; C E, quindi p; | g in Fi[X].
Fissiamo un campo di spezzamento K di g su E. Allora p; | g anche in K[X].
Siccome g ha un numero finito di divisori, c¢’¢ (almeno) un sottoinsieme
infinito A C F tale che p; & costante per t € A. Indichiamo con p questo
polinomio costante, ossia p; = p per ogni t € A. Chiaramente d := degp > 2.
Ora dimostriamo che in K[X] si ha la fattorizzazione

p(X) = (X = p)~. (3.1)

Siccome p si spezza in K[X], basta dimostrare che /3 ¢ la sua unica radice in
K. Sia dunque 8/ € K una radice di p(X). Vogliamo mostrare che ' = §.
Poniamo

f = mOé,Fa
e consideriamo il polinomio
h(X):=fla+t(B—X)) = fla+tB8—tX) € F;[X].

Allora hy(8) = f(a) = 0. Dunque p¢|hy in F;[X]. Pertanto p|h; in K[X] per
ogni t € A. Siccome p(8’) = 0 otteniamo

he(B') = fla+t(B—8)) =0 perognitec A.

Abbiamo dimostrato che per ogni ¢ € A I'elemento a+t(8’ — 3) & una radice
di f. Siccome f # 0, ci sono solo un numero finito di radici di f. Quindi
lapplicazione K — K, t — « + t(8’ — ) manda l'insieme A, che & infinito,
in un insieme finito. In particolare non ¢ iniettiva. Quindi 8’ = 3. ossia 3
& 'unica radice di p. E cosi provata la . Visto che p|g in K[X], segue
che g ha una radice multipla in K[X]. Quindi g non ¢ separabile, contro
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I'ipotesi. Assurdo. Abbiamo dimostrato che se F'(a, 8)/F & separabile, esiste
I’elemento primitivo.

Ora veniamo al caso generale, sempre con F' infinito. Siccome E/F &
finita, ¥ = F(a,...,ay). Se n = 1 non c¢’¢ niente da dimostrare. Il caso
n = 2 I’abbiamo appena trattato. Se n > 2 procediamo per induzione. Sia
E=F(a,...,a,)conn > 2. Allora E = F(ai,...,an—1)(ay,) € per ipotesi
induttiva F(ai,...,an—1) = F(y). Dunque E = F(y)(an) = F(v,an).
Riapplicando il caso n = 2 otteniamo il risultato. ]

Esercizio 121. 1. Sia L un campo, siano f,g € L[X] e supponiamo f|g.
Dimostrare che se g & separabile anche f lo é.

2. Data una catena di campo K C L C M. Dimostrare che se M/K ¢
separabile, anche M/L e L/K lo sono.

3.4 Teoria di Galois

Teorema 122. Sia E/F una estensione finita e separabile. Allora esistono
esattamente [E : F| morfismi F-lineari da E a F.

Dimostrazione. Per il Teorema dell’elemento primitivo, possiamo supporre
E = F(a). Sia f =mg esian:=degf = [E : F]. Ovviamente f si spezza
su F':

f(X) =X —a1)-- (X —an)

e le radici sono tutte distinte perché f & separabile. Per ogni j, si ha f =
M, r- Quindi ¢’¢ un isomorfismo F-lineare 7; : F[X]/(f) 2 F(ay) C F che
manda X + (f) in a;. Per lo stesso motivo, ¢’¢ un isomorfismo F-lineare
7 F[X]/(f) & F(a), che manda o in X + (f). Quindi 0j := 7jo0771 ¢
un isomorfismo F-lineare da £ = F(a) a F(a;) C F che manda « in ;.
Ed e I'unico morfismo con questa proprieta, perché un morfismo F-lineare &
determinato univocamente dal valore che assume su «. Infine ogni possibile
morfismo F-lineare da E in F manda « in una radice di f, ossia in uno degli
elementi o e quindi coincide con o;. ]

Definizione 123. Se E/F ¢é una estensione finita, Gal(E/F) é l’insieme
degli automorfismi di campo F-lineari di E. Questo insieme € ovviamente
un gruppo ed é chiamato gruppo di Galois dell’estensione E/F'.

Definizione 124. Una estensione finita E/F é di Galois se é normale e
separabile.
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Proposizione 125. Se E/F ¢ finita e normale, allora Gal(E/F) coincide
con linsieme dei morfismi F-lineari E — E. Se E/F ¢ di Galois, allora

|Gal(E/F)| = |E : F).

Dimostrazione. Sia ¢ : E — E un morfismo F-lineare. Siccome E/F &
normale e finita, per il Teorema [113] o(E) C E. Ma [0(E) : F| = [E : F],
dunque o(E) = E. Quindi 0 € Gal(E/F). Se E/F ¢ anche separabile, il
risultato discende dal Teorema [1221 O

Definizione 126. Se f(X) € F[X], il gruppo di Galois di f, indicato con
Gal(f) e il gruppo di Galois del campo di spezzamento di f.

Esercizio 127. Sia p primo e f(z) =1+ 2z + 2>+ --- +2P~L. Allora f ¢
irriducibile. Allora E/Q é normale e separabile e Gal(E/Q) = Z/p.

Lemma 128. Se E/F ¢é una estensione, o € E, f € F[X]|, f(a) =0 ¢
o€ Gal(E/F), allora o(«) é una radice di f.

Dimostrazione. Basta osservare che o(f(«)) = f7(o()) = f(o(a)) =0. O
Lemma 129. Se E = F(a1,...,ap) e d; = degmy,, allora
|Gal(E/F)| < d;---dp.

Dimostrazione. Sia o € Gal(E/F). Siccome ay, ...,y generano F su F, o
¢ determinato dai valori o(a1),...,0(ay,). Applicando il Lemma ad «;
con f = mg, otteniamo che o(q;) ¢ una radice di my,. Siccome m,, ha al
piu d; radici in E, ho al piu d; possibilita per o(«;). O

Lemma 130. Se f € F[X] e sia E il campo di spezzamento di f su E. Sia
X = {ai,...,an} Vinsieme delle radici di f in E. Allora R é invariante

per lazione di Gal(E/F) su E. Inoltre ¢’e¢ un morfismo di gruppi iniettivo
Gal(E/F) < S,.

Dimostrazione. Sia ¢ € Gal(E/F). Se a € R allora f(a) = 0, e anche
f(o(a)) = 0 per il Lemma Quindi o(a) € R, ossia R & invariante.
Dunque 'azione di Gal(E/F') su E si restringe ad una azione su R cioe¢ a
un morfismo Gal(E/F) — Sg = S,,. Questo morfismo & iniettivo perché E
¢ il campo di spezzamento di f, dunque E = F(R) e quindi I’azione di o su
R determina o. O

Proposizione 131. 1. Per una estensione semplice E = F(a)/F, or-
dine del gruppo di Galois |Gal(E/F)| coincide con il numero delle
radici di mq p in F.
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2. Una estensione finita E/F ¢ di Galois se e solo se |Gal(E/F)| = [E :

Dimostrazione. (1) Sia R C E l'insieme delle radici di f := mg,. Allora
consideriamo ’applicazione

¢:Gal(E/F) = R, o o).

Siccome o ¢ F-lineare, ¢ determinato dal suo comportamento su «, che
genera F su F. Dunque ¢ ¢ iniettiva. Tramite il solito ragionamento (il
metodo di Kronecker) vediamo che ¢ suriettiva. Infatti sia § € R. Al
lora f e il polinomio minimo anche di B. Ragioniamo come nel Teore-
ma abbiamo F(a) = F[X]/(f) & F(5), quindi c¢’¢ un isomorfismo
0:FE=F(a) = F(B) C E. Resta da dimostrare che F(8) = E e per farlo
ragionaniamo sul grado: dalle inclusioni F' C F(f) C E ricaviamo

B F| = [E: F(8)]- [F(8) : F). (3.2)

Siccome o da un isomorfismo fra le estensioni F(a)/F e F(B)/8, queste
hanno lo stesso grado: [E : F| = [F(B) : F]. Dall’equazione segue
allora che [F : F(B)] = 1, ossia F(f) = E, come desiderato. Dunque
o(E) = E, per cui ¢ € Gal(E/F). Questo dimostra (1). La parte "solo
se” in (2) & gia nota dalla Proposizione La parte ”se”: posso supporre
E =F(a)e f=mqy Sian=[E: F|. Allora degf = n e f ha n radici.
Dunque f si spezza su F, per cui E ¢ il campo di spezzamento di f. Inoltre
le radici sono tutte distinte, quindi f & separabile, o & separabile e E/F &
separabile. O

Si noti che nella dimostrazione della prima parte abbiamo dato un me-
todo pratico per scrivere tutti gli elementi di una estensione semplice! In-
fatti se E = F(a), siano a1 = a,...,q, le radici di my in E. Allora
Gal(F(«)/F) = {o1,...,0.} dove o; & I'isomorfismo che manda « in ;.

Definizione 132. Sia E/F una estensione finita e sia G un sottogruppo
di Gal(E/F). Allora E¢ = {a € E : y(a) = «, per ogni v € G} ¢ un
sottocampo di E e si chiama il campo fissato da G.

Proposizione 133. Sia E/F una estensione finita. Per ogni sottogruppo
G C Gal(E/F), lestensione E/EC ¢ di Galois, Gal(E/E®) = G e [E :
EC =G|
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Dimostrazione. Incominciamo dimostrando la separabilita di E/EY (auto-
matica se car F' = 0). Sia o € F un elemento qualsiasi e sia G- a = {a; =
a,...,ap}. Poniamo

Allora

(X) = T (X = 7))

=1

Siccome 7 agisce sull’orbita G -« permutando gli elementi, i fattori di ¢7(X)
sono gli stessi di ¢(X), cambia solo l'ordine. Quindi ¢”(X) = ¢(X) per ogni
v € G. Pertanto ¢(X) € EY[X]. Inoltre ¢(X) & separabile per costruzione,
visto che ha r radici distinte. Siccome g(ca) = 0, il polinomio minimo m,, e
divide q(X), dunque anche m,, gc ¢ separabile. Dunque a & separabile su
EC. Siccome a ¢ un arbitrario elemento di E, abbiamo dimostrato che
Iestensione E/E® & separabile. Siccome ¢ finita, ¢ anche semplice, quindi
E = E%(ap) per un certo ag € E fissato. Sia ¢o € EY[X] il polinomio
costruito come sopra sfruttando 'orbita G - ag. Allora gy si spezza su F.
Siccome E & generato da «g e contiene tutte le radici di qg, il campo ge-
nerato su F da queste radici coincide con E. Dunque E/E® & il campo
di spezzamento di g, quindi £/E® & normale. Abbiamo dimostrato che
E/EC® ¢ di Galois. Ora dimostriamo che Gal(E/EY) = G. Una inclusione &
immediata: se v € G, v € un automorfismo di E che fissa ogni elemento di
EC per definizione di EC, dunque

G c Gal(E/EY). (3.3)

Segue ovviamente che |G| < | Gal(E/E%)|. Dal fatto che E = E%(ap) e dal
Lemma segue che

\ Gal(E/EG)] < degmg, go < degqo = |G -
<G|
Quindi | Gal(E/E®)| = |G|. Ma allora l'inclusione (3.3) deve essere una

ugualianza. Infine, per la Proposizione [E : E¢] = |Gal(E/E%)|, quindi
[E: E% = |G| O

Teorema 134. Sia E/F una estensione finita. Allora le sequenti condizioni
sono equivalents:
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1. E/F ¢ di Galois;
2. |Gal(E/F)| = [E : F];
3. EGIE/F) =
Dimostrazione. (1) = (2). Questo lo sappiamo gia dall Proposizione m
(2) = (3). Siccome F c E%IE/F) ¢ B i ha
[E: F] = [E : EONE/D] . [pOalE/E) ),
Ma per la Proposizione precedente applicata a G = Gal(E/F)
[E : ECVE/R)] — |Gal(E/F)| = [E : F).

Segue che [EGal(E/F) :F] =1, cioe F = pGal(E/F)
(3) = (1). Per la Proposizione precedente, E/F = E/EGal(E/F) S di
Galois. X

Lemma 135. Se K C L C M sono estensioni finite e M/K ¢ di Galois,
allora anche M/L é di Galois.

Vedi Lemma e Esercizio 1211
Lemma 136. Se E/F ¢ di Galois e € E e

Gal(E/F) -a={a1 =a,...,a.},
allora
Ma,r(X)=(X—a1) - (X —ap).

Dimostrazione. Poniamo per semplicita G := Gal(E/F) e f(X) = (X —
ap) -+ (X — a,). Ragionando come nella dimostrazione della Proposizione
si vede f7 = f per ogni v € G, dunque f ha coefficienti in E¢ =
F. Siccome f € F[X] e f(a) = 0, my|f. Se facciamo vedere che i due
polinomi hanno lo stesso grado essi coincideranno. Quindi basta dimostrare
che deg f = degm, = [F(«) : F]. Sappiamo che degf =1 = |G - a| =
|G|/|Gal, dove G, & lo stabilizzatore di o in G. Gli elementi di G fissano tutti
F puntualmente per definizione. Dunque G, contiene tutti gli automorfismi
di E che fissano puntualmente F' U {a}. Pertanto G, = Gal(E/F(«a)).
Siccome E/F(«a) ¢ di Galois per il Lemma precedente, |G| = [E : F(a)].
Quindi

Gl [E:F)
r= = = [F(«a): F].
Gal  [E: F(a)]
Questo conclude la dimostrazione. ]
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Veniamo alla corrispondenza di Galois.
Fissiamo una estensione finita F/F. Sia .# linsieme di tutti i campi
intermedi:

F = {campi K tali che F C K C E}.

Sia invece ¢ l'insieme di tutti i sottogruppi di Gal(E/F'). La corrispondenza
di Galois consiste nelle due funzioni seguenti

o:F —9, o(K) := Gal(E/K),
T:Y — F, 7(G) == E°.

Proposizione 137. 1. Per ogni K € F si ha K C 10(K) = EG(E/K)

2. Per ogni G € 94 si ha G = o7(G). Ossia
oT = idy .

Dimostrazione. Se A € K e v € Gal(E/K), allora v(A) = X per defini-
zione di Gal(E/K). Questo dimostra (1). Invece (2) equivale al fatto che
Gal(E/E®) = G, dimostrato nella Proposizione O

Morale: o & sempre suriettiva e 7 & sempre iniettiva.

. 3 . N . N

Esempio Q(\@) /Q. In questo esempio o non ¢ iniettiva e 7 non ¢
suriettiva. Il problema & che ci sono pochi automorfismi!

Teorema 138 (fondamentale della teoria di Galois - I parte). Sia E/F una
estensione finita. Allora la corrispondenza di Galois € biunivoca, ossia o
e T sono biunivoche e sono l'una l'inversa dell’altra se e solo se E/F ¢é di
Galois.

Dimostrazione. Sia E/F di Galois. Basta dimostrare che 7o = idg, os-
sia che per ogni K € .7 si ha K = ECUE/K)  Infatti E/K ¢ di Galois
per il Lemma m Dunque FGa(E/K) — K per il Teorema Vice-
versa, supponiamo o e 7 biunivoche. Allora sono l'una l'inversa dell’al-
tra e in particolare 7o = idg. Applicando questa identita a F' troviamo
F = 70(F) = EG(E/F)  Di nuovo per il Teorema concludiamo che
E/F ¢ di Galois. O

Proposizione 139. Sia E/F una estensione finita e separabile. Allora
esiste una estensione K/E tale che K/F sia di Galois.
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Dimostrazione. Dimostrazione solo nel caso car ' = 0. Sia E = F(a) e
sia E una chiusura algebrica. Sia f = m,. Il polinomio f si spezza su
E: f(X)= (X —a1) (X — ). Possiamo supporre o = a;. Poniamo
K = E(ag,...,ap) = F(aq,...,ay). Allora K ¢ il campo di spezzamento
di f, dunque K/F & normale e di Galois. E ovviamente F' C F C K. ]

Domanda: data una estensione di Galois E/F e dato un campo inter-
medio F' C K C E, quando ¢ che K/F & di Galois? Prima di rispondere
vediamo il Lemma seguente, che ¢ una generalizzazione della Proposizione
M08 La dimostrazione & identica.

Lemma 140. Sia o : F — F’ un isomorfismo di campi. Sia f € F[X] e
sia E un campo di spezzamento di f. Sia poi E' un campo di spezzamento
di f7. Allora esiste un morfismo ¢ : E — E’ che estende o.

Dimostrazione. Sia E’ una chiusura algebrica di E’. Allora F' C E' C
E’, dunque posso considerare ¢ come un morfismo o : F — E’. Ora
E/F & algebrica e E’ ¢ algebricamente chiuso. Dunque o si estende a
o : E — FE' (Teorema [102). Sia ora f(X) = (X —a1)--- (X — ay) in
Ee f9(X)=(X—=p31) (X = 3,) in E'. Allora ho anche f7(X) = (X —
(1)) -+ (X —&(ap)) in . Dunque a meno di permutazioni 3; = (o) e
E' =F(B,....6,) =ad(F(a1,...,a,)) = d(E). Quindi p & suriettiva e la
dimostrazione € conclusa. O

Teorema 141 (fondamentale della teoria di Galois - II parte). Sia E/F
una estensione di Galois e sia K € . Allora K/F é di Galois se e solo se
Gal(E/K) < Gal(E/F). In tal caso

Gal(E/F)

Gal(K/F) = Gl B/

Dimostrazione. K/F & sempre separabile. Quindi dobbiamo dimostrare che
K /F ¢ normale se e solo se Gal(E/K) ¢ normale in Gal(E/F'). (Infatti ¢ per
questo motivo che le estensioni normali si chiamano normali.) Cominciamo
assumendo Gal(F/K)<Gal(E/F) e dimostriamo che allora K/F ¢ normale.
Quindi sia f € F[X] irriducibile e sia & € K una radice di f. Dobbiamo
mostrare che f si spezza su K. Possiamo supporre f monico, quindi f =
Mmq,r. Di sicuro f si spezza su E, perché E/F & normale:

f(X) =X =a1)-- (X —ay),

dove Gal(E/F)-a={a1 =, ..., o}, vedi Lemma[l36] Dobbiamo mostra-
re che le radici o; giacciono in K. Sappiamo che K = 70 (K) = EGI(E/K),
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perché E/F & di Galois. Dunque ¢ sufficiente provare che v(a;) = «; per
ogni v € Gal(E/K). Supponiamo che a; = ¢(a) per ¢ € Gal(E/F) e sia
v € Gal(E/K). Siccome Gal(E/K) ¢ normale, 7/ := ¢ lyp € Gal(E/K).
Dunque

Y(ai) = yp(a) = o7 (@) = p(a) = a;.

Quindi ogni v in Gal(E/K) fissa «;, come desiderato. Quindi o; € K e f si
spezza su K. Questo dimostra che K/F & normale e quindi di Galois.

Viceversa, supponiamo che K/F sia normale. Siccome K C E ¢ algebri-
ca, posso identificare E = K. Se v € Gal(E/F), allora 7|, & un morfismo
F-lineare v : K — E C K. Ma allora per il Teorema Yk (K) C K.
Ragionando sul grado delle estensioni otteniamo 7, (K) = K. Dunque
Yk € Gal(E/K). Consideriamo il morfismo

p:Gal(E/F) — Gal(K/F), p(7) = vk

kerp = Gal(E/K). Infine vogliamo vedere che p ¢ suriettiva. Questo
dipende dal seguente Lemma. O

3.5 Equazioni polinomiali

Consideriamo I’equazione di secondo grado z? 4 bz + ¢ = 0 con i coefficienti
b, ¢ che giacciono in un certo campo F. La soluzione ¢ data dalla formula

_—bEVA
- —=—

dove A = b? —4c. Quindi se E/F ¢ una estensione che contiene un elemento
a tale che o2 = A, allora le soluzioni sono
—b+a _ —b—a
o T T
Diciamo che 'equazione e risolubile per radicali, perché per esprimere le
soluzioni in termini dei coefficienti abbiamo usato solo le usuali operazioni
di campo e l'estrazione di radici.

Vogliamo esprimere questo concetto in modo piu astratto.

x

Tr1 =

Definizione 142. Una estensione finita E'/F ¢ una estensione radicale se
esiste una catena

F C F(a) C Faj,a) C -+ C Flag,...,a) = E'
tale che per ogni i = 1,...,r esiste m; € Z, m; > 0 tale che o" €

F(ala .- '7041'—1)'
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Definizione 143. Una equazione polinomiale f(X) = 0 con f € F[X] e
risolubile per radicali se il campo di spezzamento di f(X) su F' ¢é contenuto
in E', dove E'/F ¢é una estensione radicale.

Nel caso sopra l'estensione radicale ¢ E' = F(a) dove a? = A € F,
mentre il campo di spezzamento di f(X) = X2 +bX +c & F(x1,22) C E'
(in realta in questo caso F(x1,22) = E').

Consideriamo un altro esempio: il polinomio biquadratico f(X) = z* +
622 — 8. Qui f(X) € Q[X], dunque F = Q. Se g(Y) = Y? +6Y — 8, allora
f(X) = g(X?). Le soluzioni di g(Y) = 0 sono

y1:—3—\/ﬁ, y2=—3+\/ﬁ.

Quindi le soluzioni di f(X) = 0 sono

1 =i\/3+ V1T, xy=—i\/3+ V1T
mgz\/\/ﬁ—?) $4:—\/\/ﬁ—3.

Quindi il campo di spezzamento F'(x1,x2,x3,24) di f(X) & contenuto in
E = Q(\/B + 17, VAVIT — 3). E l'estensione E'/F & radicale, come pos-

siamo verificare considerando la catena

Q c Q(W17) c Q(W17,y/3+V17) C
c@(m,\/3+\/ﬁ,\/\/ﬁ—3):E’.

Il fatto ¢ che non tutte le equazioni polinomiali si possono risolvere in
termini di radicali.

Definizione 144. Sia F' un campo di caratteristica 0 e sia f(X) € F[X] un
polinomio. Sia E il campo di spezzamento di f su F'. Il gruppo di Galois di
[ e Gal(E/F). Il gruppo di Galois di f viene indicato con Gal(f) e viene
chiamato anche gruppo di Galois dell’equazione f(X) = 0.

Teorema 145. In caratteristica 0 ogni estensione radicale é contenuta in
una estensione radicale e di Galois.

Teorema 146. In caratteristica 0 una estensione di Galois E/F é contenuta
in una estensione radicale e di Galois (se e) solo se Gal(E/F) é un gruppo
risolubile.
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Teorema 147 (Galois). Sia F' un campo di caratteristica nulla. E sia
f(X) € F[X]. Allora lequazione f(X) = 0 si puo risolvere per radicali
(se e) solo se il suo gruppo di Galois é un gruppo risolubile.

Negli ultimi due teoremi non dimostreremo la parte fra parentesi. Di-
mostriamo per prima cosa il Teorema di Galois a partire dai Teoremi [145]e
11406

Dimostrazione. Sia E il campo di spezzamento di f. Per ipotesi E C E’
dove E'/F & radicale. Per il Teorema El possiamo supporre che E'/F sia
di Galois. Ma allora - per il Teorema [146]- Gal(E/F) ¢ risolubile. O

Ora restano da dimostrare i Teoremi[[45le[146] Incominciamo con alcune
osservazioni sulle estensioni radicali.

Lemma 148. 1. Sia K C L C M una catena di campi. Se L/K e M/K
sono radicali, anche M /K lo é.

2. Se K'/K ¢ radicale e v é un elemento di una estensione di K', allora
anche K'(v)/K(v) é radicale.

3. Se K'/K ¢ radicale e vy, ...v, sono elementi di una estensione di K',
allora anche K'(vi,...,v,)/K(v1,...,v,) € radicale.

4. Sia F una chiusura algebrica di F e siano K ed L sottocampi di F.
Supponiamo che le estensioni K/F e L/F siano radicali e che L =
F(by,...,bg). Allora K(by,...,b;)/F é radicale.

Dimostrazione. (1) Sia L = K (u1,...,us) con u;* € K(uy,...,uj—1) e sia
M = L(vy,...,v) con ’U;L] € L(vy,...,vj—1). Allora ovviamente L(v1,...,vj_1) =
K(ui,...,us,v1,...,vj—1). Dunque basta considerare la catena

KcK(u)C--CK(uy,...,us) =L C K(uy,...,us,v1) = L(vy) C - -+
o C K(uty .y us, 01, .00, 08) = L(vg, ..o v) = M.

(2) Sia K" = K(ui,...,us) con u;" € K(ui,...,ui—1). Allora K'(v) =
K(v,u1,...,us) e ovviamente u;"" € K(v,ui,...,ui—1).
(3) segue da (2) iterando.
(4) Poniamo M := K (by,...,bx) e consideriamo la catena
FCKcM

Siccome K/F ¢ radicale, basta dimostrare che anche M /K e radicale e poi
applicare il punto (3). Siccome K/F ¢ finita, K = F(a1,...,am). Siccome
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L/F ¢ radicale, per il punto (3) anche L(ay,...,an)/F(a1,...,an) ¢ radica-
le. Ma L(ay,...,am) = F(b1,...,bg,a1,...,am) = F(ay,...,am,b1,...,bg) =
K(by,...,by) = M e F(ay,...,an) = K. Dunque abbiamo dimostrato che
M/K e radicale, come desiderato. O

Lemma 149. Sian € Z, n > 0. Sia K un campo di carattestica nulla
che contiene tutte le n radici n-esime dell’unita. Sia K'/K una estensione
finita. Supponiamo che K' = K(v) perv € K' — K e che v" € K pern € Z.
Allora

1. K'/K ¢ di Galois;
2. Gal(K'/K) ¢ abeliano.

Dimostrazione. (1) Sia ¢ € K una radice n-esima primitiva dell’unita. Po-
niamo v := v € K. Allora il polinomio ¢(X) := X™ — v ¢ in K[X]. Gli
elementi ¢*v sono radici di ¢ e sono tutti distinti perché v # 0. Allora ¢
si spezza su K'. Inoltre K/ = K(v) per ipotesi, dunque K’ ¢ il campo di
spezzamento di ¢ su K. In particolare K'/K & di Galois.

(2) Fissiamo una radice n-esima primitiva dell’unita ¢. Dato o € Gal(K'/K)
consideriamo il quoziente o(v)/v. Si vede subito che questo elemento & una
radice dell’'unita, dunque esiste un unico [i], € Z/n tale che

o(v)

v

=

Definiamo ¢ : Gal(K’/K) — Z/n imponendo (o) := [i],. Verifichiamo che
¢ ¢ un morfismo: (o) = [i]n, ©(T) = [j]n, allora

o(v) = ¢, 7(v) = Fv

or(v) = o(¢v) = Fo(v) = (.

(Abbiamo usato che o ¢ K-lineare e ¢/ € K.) Dunque ¢(o7) = () +p(1).
Infine ¢ & iniettivo: se sig(v) = v allora 0 = idgs perché K' = K(v).
Dunque Gal(K’/K) & isomorfo a un sottogruppo di Z/n. Quindi & abeliano.

O

Sia F' un campo di caratteristica nulla e si n € Z, n > 0. Sia FE il
campo di spezzamento di f(X) := X" — 1 su F. E/F & normale dunque
di Galois. Sia R l'insieme delle radici di f in E. La derivata f’ = nX""!
non ha radici in comune con f, dunque f ¢ un polinomio separabile. Quindi
|R| = n. Siccome R & un sottogruppo del gruppo moltiplicativo F*, R &
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ciclico, dunque isomorfo a Z/n. Gli elementi di R si chiamano radici n-
esime dell’unita. Una radice n-esima dell’unita ¢ € R & detta primitiva se
¢ un generatore del gruppo R. Se ( & primitiva, £ = F(¢). Una volta fissata
una radice primitiva ¢, otteniamo un isomorfismo

0:Z/n— R, o([i]n) ="

Tramite questo isomorfismo gli elementi di (Z/n)* = {[a], € Z/n : (a,n) =
1} corrispondono alle radici primitive. Dunque il numero delle radici n-
esimi primitive dell’unitd ¢ ¢(n). Ricordiamo che (Z/n)* ¢ un gruppo -
ovviamente abeliano - rispetto al prodotto.

Teorema 150. Gal(E/F) é un gruppo abeliano.

Dimostrazione. Definiamo un’applicazione
Y Gal(E/F) — (Z/n)*, (o) :== ¢ (a(Q)).

Osserviamo che se ¢ & primitiva, anche o(¢) lo & perché o|p € un auto-
morfismo del gruppo R. Dunque (o) appartiene effettivamente a (Z/n)*.
Inoltre

¥(o) = [aln <= o(() = ¢*.
Sia () = [a], e (1) = [b]n, ossia o (¢) = (%, (1) = ¢°. Allora
W(or) = ¢ 0(7(Q) = ¢ 0 (") = ¢ ((0(O)") = ¢ (™) =
= [abln = [aln - [bln = (o) (7).
Dunque % ¢ un morfismo di gruppi. Visto che E = F((), se o(¢) = ¢, allora

o = idg, ossia ker¢) = {idg}. Dunque 1 & un morfismo iniettivo. Quindi
Gal(E/F) ¢ isomorfo a un sottogruppo di (Z/n)*, per cui & abeliano. O

Lemma 151. Sia F' un campo di caratteristica 0 e sia f € F[X] un po-
linomio irriducibile. Allora Gal(f) agisce transitivamente sulle radici di

Dimostrazione. Siano aq, ..., a, le radici di f nel suo campo di spezzamento
E. Allora f = m,, per ogni j. Dunque per ogni 4,j c¢’¢ un isomorfismo
F-lineare

o Fla) = FIX]/(f) = F(aj).

Sia E una chiusura algebrica di E. Allora posso considerare ¢ come un
morfismo o : F(a;) — E. Posso quindi estenderlo a un morfismo & : £ — F
(Teorem [102)). Per normalita (Teorema [113) 6(E) C E, anzi 6(E) = E per
grado. Dunque ¢ € Gal(E/F) scambia due radici qualsiasi. O
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Possiamo finalmente passare alla dimostrazione dei due teoremi rimasti.

Dimostrazione del Teorema[I45 Sia E/F una estensione radicale. Allora
E = F(«). Sia p = mg. Sia E’ il campo di spezzamento di p. Allora E C E’
e F'/F ¢ di Galois. Basta dimostrare che anche E'/F & radicale. Siano
a1 = a,...,an} le radici di p in E’. Allora per ogni j ¢’¢ un isomorfismo
F-lineare F(c) = F(a1) = E. Dunque tutte le estensioni F(«a;)/F sono
radicali. Consideriamo la catena

FC F() C Flag,a2) C--- C F(ag,...,a,) = E'.

Vogliamo provare che tutti i passi intermedi sono estensioni radicali. 1l
punto (1) del Lemma assicurera che allora anche E’/F & radicale e cid
concludera la dimostrazione.

La prima estensione, cio¢ F' C F(«;) = E ¢ radicale per ipotesi. Passia-
mo alla estensione successiva. Sappiamo F' C F'(ag) € radicale. Per il punto
(2) del Lemma anche F'(a1) C F(ag,a2) € radicale. Quindi passiamo
al passo successivo. All’i-esimo passo dobbiamo dimostrare che e radicale

I'estensione F'(a,...,a;—1) C F(a1,...,a;). Ma sappiamo che F' C F(«;)
¢ radicale. Dunque basta applicare il punto (3) del Lemma m O

Dimostrazione del Teorema[146, Sia E/F una estensione di Galois e sia
E'/F una estensione radicale tale che E C E'. Per il Teorema [145] pos-
siamo supporre che E’/F oltre che radicale sia anche di Galois. Dunque
E' = F(ui,...,uy) e uj" € F(uy,...,ui—1) per ¢ = 1,...,7. Inoltre E’
sara il campo di spezzamento di un polinomio h(X) € F[X]. Sia ora
n = my---m, e sia E” il campo di spezzamento di X" — 1 su F. In-
fine sia L il campo di spezzamento del polinomio (X™ — 1)h(X). Siano
i, ..., leradicidi X™—1in L e siano By, ..., (s leradicidi h in L. Allora
L=F(a1,...,qp,B1,...,0s). Inoltre F(ay,...,q,) ¢ un campo di spezza-
mento di X™ — 1 su F, quindi per l'unicita del campo di spezzamento (Co-
rollario E" >~ F(aq,...,a.). Per lo stesso motivo E' = F(f4,...,[s).
Dunque a meno di passare ad estensioni isomorfe - che non ci da fastidio -
possiamo supporre che

E,:F(ﬂlw"aﬁs)a E”:F(ala"'aaT)v

e dunque E’, E” C L. Ora facciamo un altro po’ di giochetti per scrivere L
in un altro modo: Inoltre

L:F(ala"'7a7'7/817"'768):F(/Bla"'768)(a17"'7a7'):
=FE'(ai,..., ).
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Ma E' = F(uy,...,u,), dunque

L="F(uy,...,ur)(a1,...,0p0) = F(ag,...,ap)(u1,...,u,) =
=E"(u1,...,u).

L’estensione L/F & di Galois perché L ¢ un campo di spezzamento. Consi-
deriamo la catena

FcE'cE'(wy)C--C E'(uy,...,u,) = L.

Ciascuno di questi campi ¢ un campo intermedio fra F' ed L. Consideriamo
la corrispondente successione di sottogruppi. Siccome la corrispondenza di
Galois inverte le inclusioni otteniamo

G1DGyD G D DG, ={e},
dove
G_1 = Gal(L/F), Gi = Gal(L/E" (u, ..., u;)).
Vogliamo dimostrare i due fatti seguenti:
1. Giy1<Gyperi=—1,...,r—1.
2. Gi11/G; ¢ abeliano per i = —1,...,r — 1.

Da queste due proprieta segue che G_1 € un gruppo risolubile. Per il Teore-
ma fondamentale - parte II - visto che L/F & di Galois, la (1) & equivalente al
fatto che l'estensione E” / F e tutte le estensioni E” (uy, ..., uj+1)/E" (u1, ..., u;)
peri=0,...,r—1sono di Galois. Infatti E”/F & un campo di spezzamento,
dunque ¢ di Galois. Poniamo K := E”(uq,...,u;). Allora E" (uy, ..., uj41) =
K(uit1) e uﬁ’f ' ¢ K. Inoltre K contiene E”, quindi contiene tutte le ra-
dici n-esime dell’unita e quindi anche tutte le radici m;41-esime dell’unita,
visto che m;11|n. Possiamo dunque applicare il Lemma e otteniamo che
K(ujy1)/K e effettivamente di Galois. Il punto (1) & dimostrato. Sempre
per il Teorema fondamentale - parte II - e grazie al fatto che L/F' & di Galois
- otteniamo che

GiJrl _ Gal(L/E”(ul, . ,qu))
Gi Gal(L/E”(ul, . ,ul))
= Gal(E”(ul, . ,ui+1))/E"(u1, e ,uz)) = Gal(K(uH_l)/K)

Di nuovo il Lemma [149| garantische che questo gruppo e abeliano.

73



E cosi dimostrato che Gal(L/F) & risolubile.
Infine, dalla II parte del Teorema fondamentale, applicato questa volta al
campo intermedio F fra F' ed L, e ricordando che E/F ¢ di Galois, abbiamo

Gal(L/F)
Gal(L/E)’
Dunque c¢’¢ un morfismo suriettivo da Gal(L/F) a Gal(E/F). Siccome

Gal(L/F) ¢ risolubile, anche Gal(E/F') ¢ risolubile. Questo conclude la
dimostrazione. ]

Gal(E/F) =

3.6 Campi ciclotomici

Fissiamo n € Z, n > 0. Sia E il campo di spezzamento del polinomio
p(X) = X™ — 1 su Q. L'estensione E/Q ¢ di Galois. Possiamo vedere
FE dentro il campo dei numeri complessi. Sia R, l'insieme delle radici di
p. Gli elementi di R, si chiamano radici n-esime dell’unita. Il polinomio
p(X) & separabile, perché la sua derivata p'(X) = nX""! si annulla solo in
X = 0 che ovviamente non & soluzione di p(X) = 0. Dunque p e p’ non
hanno radici in comune, ossia p non ha radici multiple, ossia p € separabile.
Quindi |R,| = n. Siccome R,, & un sottogruppo finito del moltiplicativo E*,
R, € un gruppo ciclico. I suoi generatori si chiamano radici primitive n-
esime dell’unita. Indicheremo con P, I'insieme delle radici primitive n-esimi
dell’unita. Dunque

P,={¢CeC:¢"=1<nlk}.

Un elemento di P, & (, := €2™/™. Se ¢ € P,, allora  genera R come gruppo
ed FE come campo. Pertanto si usa generalmente la notazione

E = Q(Cn)

Il campo Q(¢,) viene chiamato n-esimo campo ciclotomico.
Se fissiamo ¢ € P,, I'applicazione

p:Z/n— Rn, @([iln) = ('
¢ un isomorfismo e ¢((Z/n)*) = P,. Quindi |P,| = [(Z/n)*| = ¢(n).
Poniamo
Bu(X) = [[ (X 0.
CGPn

®,, & I'n-estmo polinomio ciclotomico.
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Lemma 152. 1. ®,, é monico di grado ¢(n).
2.

X" —1=[]ouX).

din

3. ®,(X) € Z[X].

Dimostrazione. (1) e evidente.

(2) Nel campo FE il polinomio p(X) si spezza in fattori lineari:

p(z)= [T X -0

(ERn

D’altro canto R,, € un gruppo ciclico di ordine n, dunque

Ry =| |Rna.
d|n

dove R, 4:={C € Ry, : 0o(¢) = d}. Ma in realta R, g = P;. Quindi

p) =[x =0=]] [ITx-0=]]%
din

CERy dn CEPy

(3) Procediamo per induzione. ®1(X) = X — 1 € Z[X].
®4(X) € Z[X] per d < n. Da (2) segue che

X" —1= ] ®a(X) - ®u(X).

dn
d<n

Supponiamo

Ma X" —1 € Z[X], quindi dal lemma di Gauss segue che ®,,(X) € Z[X]. O

Prima di procedere dobbiamo introdurre un oggetto fondamentale negli

anelli di caratteristica p.

Sia A un anello (commutativo) di caratteristica p. Il morfismo di Frobe-

nius € la seguente applicazione:

F:A— A, F(zx):=zP.

Lemma 153. Se A ha caratteristica p, allora F é un morfismo di anelli.
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Dimostrazione. Chiaramente F'(zy) = F(x)- F(y) perché A ¢ commutativo.
La cosa interessante e che F(z +y) = F(x) + F(y). Infatti per il binomio
di Newton

F(x+y)=F(z)+ F(y) + Z <Z> aFyP =k,

0<k<p

Se 0 < k < p, allora

AN p! _ p!

Siccome k > 0, p divide il secondo membro dell’equazione a destra. Siccome
k < p, p non divide k!. Dunque p|s. Ma allora

> By

0<k<p

in A. O

Ci interessa il morfismo di Frobenius nel caso A = F), = Z/p (il campo
con p elementi) e nel caso A = Fp,[X]. Se a € F), allora a”? = a (piccolo
Teorema di Fermat). Quindi su F,, il morfismo di Frobenius & I'identita.

Lemma 154. Sia f(X) € Fp[X]. Allora f(XP) = (f(X))P.

Dimostrazione. Sia F' : Fp[X] — F,[X] il morfismo di Frobenius. Dobbiamo
dimostrare che F(f(X)) = f(X?). Sia f(X) = Y. ja; X" Sfruttando il
fatto che F' € un morfismo di anelli otteniamo

F(f) = F(Z aiXZ’) = F(a)F(X").
i=0 i=0
Siccome a; € Fp, F(a;) = a;. Dunque
F(f) =) a; X" = f(XP),
i=0

come desiderato. O

Teorema 155 (Gauss). ®,(X) ¢ irriducibile.
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Dimostrazione. Per prima cosa vogliamo dimostrare che
se ( € P,, p & un primo e p{ n, allora m¢ g(¢¥) = 0. ()

Scriviamo per semplicita f := m¢ g e supponiamo per assurdo che f(¢?) # 0.
Siccome (P € Ry, p(¢P) = 0, dunque

X" =1 =pX) = f(z)g(X) (3.4)

per un certo polinomio g(X) € Z[X] (lemma di Gauss!). Se f(¢P) # 0, allora
g(¢P) = 0. Quindi il polinomio g(XP?) si annulla in X = (, dunque f|g(XP)
ossia esiste h(X) tale che g(X?) = f(X)h(X) e h(X) € Z[X] (lemma di
Gauss!). Riduciamo modulo p: g(XP?) = f(X)h(X). Sfruttando il Lemma
precedente otteniamo g(XP?) = (g(X))?, dunque

(9(X))" = F(X)R(X).

Fissiamo una chiusura algebrica F), e sia a € F, una radice di f. Allora
anche g(a) = 0 per la relazione sopra. Dunque per a € una radice
doppia del polinomio p(X). Quindi & una radice comune a p e p'. Ma
P =nX""! si annulla solo per X = 0, perché p{n. Mentre p(0) = —1 # 0.
Assurdo! Abbiamo dimostrato (x).

Ora iteriamo: per (x) se ( € P,, p ¢ primo e p { n, allora m¢(¢?) = 0.
Dunque m¢r = m¢. Di nuovo per (x) abbiamo 0 = me» (((P)P)) = mg(Cp2).
Dunque m¢ = m, 2. Iterando ulteriormente troviamo

¢ € P,, pprimo, ptn— mc((:pa) =0 e m¢ =mepe per ogni a.  (kx)

Sia ora g un altro primo che non divide n e b € Z,b > 0. Poniamo ¢ := ¢P".
Dunque { € P, perché (p®,n) + 1. Per (sx) m¢ = mg¢. Quindi

a b b
me(CP 1) = me(E7).
Applicando di nuovo (*x*) a £, g e b otteniamo che mg(ﬁqb) = 0 e dunque che

a b
me¢ = mgpaqb, mc(Cp a ) =0.

Se invece di p e ¢ abbiamo pq, ..., ps, primi che non dividono n, iterando
in modo simile otteniamo finalmente che m((CpTl”'pgs) =0. Mase k & un
intero positivo primo con n allora k ¢ della forma k& = p{*---p%. Quindi
abbiamo dimostrato che fissata ( € P,, se (k,n) = 1, allora mg((k) = 0.
Dunque m¢ si annulla su ogni elemento di P,. Quindi ®,|m¢. Viceversa,
siccome ®, € Q[X] e ¢,(¢) = 0, allora m¢|®,. Otteniamo che ®,, = m,
(sono entrambi monici) e quindi ®,, ¢ irriducibile.

O]
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Corollario 156. L’estensione Q((,)/Q é di Galois, di grado [Q((y) : Q] =
p(n) e Gal(Q(¢n)/Q) = (Z/n)".

Dimostrazione. La prima affermazione discende dal fatto che Q({,) € il cam-
po di spezzamento del polinomio X™ — 1. La seconda discende dal fatto che
il polinomio minimo di {, su Q ¢ ®,, che ha grado ¢(n). Per verificare la
terza affermazione fissiamo una qualsiasi radice primitiva ¢ e consideriamo
I’applicazione

v Gal(Q(6n)/Q) — (Z/n)",
definita in questo modo: dato o € Gal(Q((,)/Q), sia o(¢) = ¢'. Allora

poniamo

(o) := [i]n-

Siccome ( ¢ primitiva e o & un automorfismo, anche o(¢) & primitiva, dunque
(i,n) = 1. L’applicazione 1 & un morfismo di gruppi, perché se (o) = [i,
e (1) = [f]n, allora 7(¢) = ¢/, dunque

o7 (¢) = o(¢)) = (a(Q)Y = (¢'Y = ¢¥.

Dunque ¢(o7) = [ij]n = ¥(0)(7). Inoltre 9 & iniettiva: se o € ker 1), allora

o0(¢) = ¢, dunque o = idg(¢,)- Siccome Q(¢n)/Q e di Galois, | GalQ(¢,)/Q| =
©(n) = [(Z/n)*|. Dunque @ & un isomorfismo.

O

3.7 Discriminante

Sia f € F[X] un polinomio. Fissiamo un campo di spezzamento E di f e

siano aq, ..., a, le radici di f. Poniamo
0= l_I(OéZ — Ozj), A= (52 = l_I(OéZ — Ozj)2.
i<j i<j

0 & definito a meno del segno ed appartiene a E. Invece A & ben definito e
appartiene a F'. Si chiama discriminante di f. Si dimostra che Gal(f) C A,
se e solo se A & un quadrato in F se e solo se 6 € F e § € ben definito (anche
col segno).

Nel caso di un polinomio cubico f questo significa che Gal(f) = Z/3 se
A ¢ un quadrato in F' e Gal(f) = S3 se A non ¢ un quadrato in F'.
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Questo e di qualche utilita solo se ¢ possibile calcolare A senza conoscere
le radici. Infatti per una cubica senza termine quadratico f = X® +aX +b
si ha

A = —4a> — 270°.

3.8 Polinomi non risolubili per radicali

Lemma 157. 1. Le permutazioni (12) e (12...n) generano S,.

2. Se p e primo, un p-ciclo e una trasposizione qualsiasi generano Sp.

Dimostrazione. (1) Poniamo 1 = (1,2),0 = (1,2,3,...,n). Allorac®ro™® =

(a,a+ 1). Inoltre

ecc. Dunque coniugando troviamo tutte le trasposizioni del tipo (1,1 + s).
Coniugando un opportuno elemento di (o) troviamo (a,a+ s), ossia tutte le
trasposizioni, che generano S,.

(2) Sia ¢ un p-ciclo e sia 7 una trasposizione. A meno di rinumerare gli
elementi (che corrisponde a coniugare con una elemento di ), possiamo
supporre 7 = (1,2). Il gruppo (o) agisce transitivamente su {1,2,...,p}.
Dunque esiste i tale che ¢°(1) = 2. Siccome p & primo, ¢* ha ordine p, dunque
¢ un p-ciclo: o = (1,2,¢3,...,¢p). Poniamo ¢ = 1, = 2. Coniugando
con ¢ ci riportiamo alla situazione 7 = (1,2),0 = (1,2,3,...,p). A questo
punto l'enunciato segue dal punto (1). O

Se n non & primo il punto (2) in generale ¢ falso. Per esempio sia n = 4,
o = (1324) e 7 = (12). Allora 707 = (1423) = ¢3. Quindi (o,7) ¢ un
sottogruppo isomorfo a Dy.

Lemma 158. Sia p un numero primo e sia G C S, un sottogruppo tran-
sitivo, cioé che agisce transitivamente su {1,...,p}. Allora G contiene un
p-ciclo.

Dimostrazione. Se X = {1,...,p}, allora X & una G-orbita: X = G - x.

Dunque

e
|Ga|

(X[ =G -z = 0(G) = [X|-|Ga| = p-|Gal.
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Dunque p|o(G). Invece p? t o(G). Altrimenti da G C S,, seguirebbe
p*|o(Sp) = p!, da cui p|(p — 1)! che & assurdo, visto che p & primo. Sia
dunque H C G un p-Sylow. Quindi o(H) = p. Quindi H ¢ ciclico, generato
da o € H e o(0) = p, dunque o ¢ un p-ciclo. O

Ricordiamo senza dimostrazione i seguenti fatti.

Proposizione 159.

1 sen=2,3
[An, An] = V) sen=4
A, sen>05.

(Qui Vy indica il sottogruppo B4 U {1}.) In particolare A,, ¢ risolubile se e
solo se n < 4. Inoltre [Sy, Sp] = A, per n > 2.

Corollario 160. S,, non ¢ risolubile se n > 5.

Teorema 161. Sia f € Q[X]| un polinomio irriducibile di gradop conp > 5
primo. Se f ha esattamente p — 2 radici reali, allora Gal(f) =S, ed f non
e risolubile per radicali

Dimostrazione. Sia E il campo di spezzamento di f su Q. Siccome f &
irriducibile, f e separabile, dunque ha p radici distinte. FE si ottiene da
Q aggiungendo le p radici di f. Siccome f & irriducibile, G := Gal(f) &
transitivo sulle radici. Dunque G C S}, ¢ transitivo. Per il Lemma m G
contiene un p-ciclo. Inoltre Gal(f) contiene il coniugio che fissa tutte le
radici reali e scambia le due uniche radici complesse. Dunque il coniugio
agisce come una trasposizione sulle p radici di f. Per il Lemma G = 5p.
Siccome S, non ¢ risolubile, f non e risolubile per radicali. O

Esercizio 162. Il polinomio f = X°® —4X + 2 non ¢é risolubile per radicali.

Svolgimento. Basta fare lo studio di funzione di f(x) e vedere che ha esat-
tamente 3 zeri.

fl= 52" — 4 =5(2" +\/4/5)(x — \/4/5)(x + /4/5),
f’>0<:>x<—{l/moppurex> m,
f(=v/4/5)>0,  f(:/4/5) <0.

Quindi f ha esattamente uno zero per x < —+/4/5, esattamente uno zero fra
—+1/4/5 e \/4/5, esattamente uno zero per x > {/4/5. In totale 3 zeri. [
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