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1 Sottoricoprimenti numerabili

Esercizio 1. Sia X uno spazio topologico e sia Y C X un sottospazio. Se
{A;}icr € una base della topologia di X, allora {A;NY }icr € una base per la
topologia indotta su Y. In particolare, se X ammette una base numerabile,
allora anche Y con la topologia indotta ¢ uno spazio a base numerabile.

Lemma 1. Se X ¢ uno spazio topologico, B & una base di X e 2 & un
ricoprimento aperto di X, allora la famiglia

B':={B e B: esiste AU tale che B C A}

e ancora una base di X.

Dimostrazione. Se A C X € un aperto e x € A, allora esiste U € 2l tale che
x € U. Dunque x € ANU e quindi esiste B € B taleche x € B C ANU.
Dunque B € B’ ¢ A ¢ unione di aperti appartenenti a B’. O

Teorema 2 (Lindelof). Se X ha una base numerabile allora ogni ricopri-
mento di X ammette un sottoricoprimento numerabile.

Dimostrazione. Sia 2 un ricoprimento di X e sia 8 una base numerabile di
X. Sia B’ la base costruita nel lemma precedente. Anche 9B’ & numerabile.
Ma per ogni B € B’ esiste Ag € 2 tale che B C Ap. Allora la famiglia
A" = {Ap}Bes & numerabile ed & contenuta in 2. Se z € X, allora esiste
B € B’ tale che z € B. Dunque x € Apg. Pertanto 2’ ¢ un sottoricoprimento
numerabile di 2. O



2 Insiemi di misura nulla

Su R™ c’¢ una misura privilegiata, la misura di Lebesgue, che indichiamo
con m,. Su una varieta differenziabile priva di strutture aggiuntive non c’e
una misura privilegiata. Tuttavia e possibile definire il concetto di insieme
di misura nulla.

Ricordiamo innanzitutto la formula del cambiamento di variabile negli
integrali. Se FE e un insieme misurabile contenuto in un aperto 2; C R",
f+ E — R & una funzione sommabile e ¢ : 21 — €2 € un diffeomorfismo di
classe C'! allora

/ y)dy = / F((@))| det dp(a)| e 1)
p(FE
In particolare

o (o(E)) = /E | det dip(x) | da

Pertanto se E ha misura nulla e ¢ ¢ un diffeomorfismo definito su un intorno
di E, allora anche ¢(FE) ha misura nulla.

Definizione 3. Se M ¢ una varieta differenziabile n-dimensionale diciamo
che un sottoinsieme E C M ha misura nulla se per ogni carta (U, @) di M
si ha my,(p(ENU)) =

Lemma 4. L’unione numerabile di insiemi di misura nulla ha misura nulla.

Dimostrazione. Se {E;};en sono sottoinsiemi di M"™ di misura nulla e (U, ¢)
¢ una carta di M,

(p(UiEZ‘ n U) = UiQO(Ei n U),
dunque

m,, (p(ENT)) Zmn (E;NU)) =0

perché m,, € subadditiva. Dunque anche U; E; ha misura nulla. O

Lemma 5. Un insieme E C M ha misura nulla se e solo se per ognip € E
esiste una carta (U, p) tale che p € U e m(p(U N E)) = 0.



Dimostrazione. La condizione € ovviamente necessaria. Vediamo che e suf-
ficiente. Per ogni p € M fissiamo una carta (Up,p,) tale che p € U, e
m(pp(Up N E)) = 0. Siccome M ha base numerabile, possiamo estrarre un
sottoricoprimento numerabile {U,, }icn del ricoprimento {U,}penr. Poniamo
Ui = Up, e pi = @p,. Allora ¢;(U; N E) ha misura nulla. Se (U, ) & una
carta qualsiasi su M, l'insieme ¢;(U NU; N E) ha misura nulla perché & con-
tenuto in ;(U; N E). Dunque anche o(UNU; NE) = pp; * (ei(UNU;NE))
ha misura nulla. Ma

s

p(UNE)=JeUNnU;NE),

i=1

quindi m,(¢(U N E)) = 0. O

Lemma 6. Il complementare di un sottoinsieme di misura nulla E C M é
denso in M.

Dimostrazione. Poiché gli aperti coordinati formano una base della topolo-
gia di M, ¢ sufficiente provare che ogni aperto coordinato interseca M\ E. Se
(U, ¢) € una carta, m,(¢(UNE)) = 0. Dunque m,(p(U\ E) = m,(p(U)) >
0, poiché ogni aperto di R™ ha misura positiva. Pertanto o(U \ E) # @ e
U\E #o. O

3 Il teorema di Sard

Definizione 7. Sia f : M — N é una applicazione liscia fra varieta diffe-
renziabili. Diciamo che x € M ¢é un punto critico di f se df (x) : T,M —
TryN non ¢ suriettivo. L’insieme dei punti critici di f si indica con
Crit(f). y € N é un valore critico di f se y € f(Crit(f)). Un punto
y € N\ f(Crit(f)) ¢é detto valore regolare f.

Teorema 8 (di Sard). Se f: M™ — N™ ¢ una applicazione liscia, allora
f(Crit(f)) ha misura nulla. L’insieme dei valori regolari é denso in N .

Dimostrazione. Procediamo per induzione su m = dim M.

Se m = n = 0 non esistono punti critici. Se invece n > 0 il risultato &
ovvio perché f(M) ¢ un insieme numerabile.

Procediamo supponendo che m > 0 e che il risultato sia vero per appli-
cazioni definite su varieta di dimensione < m.

Incominciamo dimostrando 1’affermazione seguente:



Fatto 9. Se W C R™ ¢é un aperto che contiene il cubo K = [0,1]"™ e
f: W — R"™ ¢ una applicazione liscia, allora posto C := Crit(f) N K si ha

m,, (f(C)) = 0.

La dimostrazione si fara in tre tappe, spezzando C, e quindi la sua
immagine, in tre pezzi, tutti di misura nulla.

Sia C; l'insieme dei punti di K dove si annullano tutte le derivate di f
fino all’ordine ¢ incluso:

Ci={reK:D(x)=0,|a| <i}.

C>Ci;DCyD---C), D .-+ & una successione decrescente di chiusi di K.
Primo passo: m,(f(C\ C;)) =0.

Sia g € C \ Cy. 1l differenziale dfy, : R™ — R™ non ¢ nullo, ma non &
suriettivo. Possiamo supporre (riordinando le coordinate) che

2
= 0.
Biry (o) #
Poniamo ¢(z) = (fi(x),z2,...,2m). Allora g : W — R™ ¢ liscia e la sua
jacobiana e
0
)
Jg(xo) = | 971
0 Im—l

Per il Teorema della Funzione Inversa esiste un intorno aperto A di x( tale
che g(A) sia aperto e tale che g|4 sia un diffeomorfismo di A su g(A).
Restringendo A possiamo supporre che g(A) = (a,b) x U. Poniamo h =
fog ' :(ab)xU — R" Sex c Asihadf, = dhg(z)) © dgs. Siccome
dg, € un isomorfismo, x & critico per f se e soltanto se g(x) & critico per h.
Dunque g(Crit(f)NA) = Crit(h). Ricordando che f = hg e che C' C Crit(f)
otteniamo f(C' N A) C h(Crit(h)) . D’altro canto se (t,y) € (a,b) x U e
r =g ' (t,y) si ha fi(z) = t, dunque

h(t,y) = f(z) = (£, 0(t,y))
dove ¢ = (fa,..., fn) © g. Poniamo
pe=9p(t,) e U—=R7L
Allora

10
It = (* J‘Pt(:U)) '



Dunque (t,y) € Crit(h) se e solo se y € Crit(¢:). Per Iipotesi induttiva
m,,_1(Crit(y¢)) = 0, perché il dominio di ¢; ha dimensione m — 1. Infine

h(Crit(h)) = {(t,z) € R" : t € (a,b), z € (Crit(er))}.

Dunque applicando il Teorema di Fubini otteniamo

b
m, (h(Crit(h))) = / my—1 (¢ (Crit(pe))dt = 0.

e infine m,(f(C N A)) = 0. Possiamo ricoprire C'\ C; con una infinita
numerabile di aperti come A. Quindi m, (f(C\ C1)) = 0.

Secondo passo: per ogni k > 1 si ha m, (f(Ck \ Cit+1)) = 0.

Per ogni m-indice « ed ogni j € {1,...,m} poniamo

Ga,j = Dafj-

Allora Cy, = {z € K : gqj(x) = per ogni j e ogni « tale che |a| < k}.
Poniamo

My; ={zeW:gq;(x)=0,dgs;(x)#0}.

M, ; & una sottovarieta di W di dimensione m — 1. Per convincersene basta
applicare il teorema del valore regolare alla restrizione di g, ; all’aperto
{x € W : dgq ;(z) # 0}. Vogliamo dimostrare che

Ck\Ck:—i-l C U U Ma,j- (2)

=1 |a]=k

Sia x € Cg \ Cky1. Poiché x ¢ Cjyq, esistono j e f con |B] = k+ 1
tali che ggj(x) # 0. Sia i € {1,...,m} un indice tale che 5; > 0. E sia
a=(f1,...,Bi-1,Bi — 1, Bi+1,...,Bm). Dunque |a| =k e

99a,j
Quindi dgq j(z) # 0. D’altro canto goj(z) = D*f;(xz) = 0, perché x €
Ck. Quindi z € M, ;. E cosl dimostrata la (2). Siccome Cj C Crit(f) e
Crit(f) N Mq,; C Crit(f]Maj), otteniamo

0

Cr \ Cgy1 C U U Crit(f‘MaJ.).

J=1|al=k



Di nuovo possiamo applicare I'ipotesi induttiva: siccome dim M, ; = m —1,
si ha

mn (f(Crit(f]p, ;) =0,

e dunque my (f(Cy \ Cr+1)) = 0.
Terzo passo: se k > m/n allora m,(f(Ck_1)) = 0. Poniamo

. maxg | D f|
¢y Y B D2
|a|=k

Fissato un numero naturale s > 0 suddividiamo il cubo unitario K in cubi
chiusi di lato 27° suddividendo ciascun lato in s segmenti di lunghezza 27%.
In questo modo troviamo 2° cubetti {K; }?S:"{ la cui unione ¢ K. Ciascun
cubetto ha diametro /m2~%. Poniamo

JZ{jinﬁCk_1#®},

e per ogni j € J scegliamo un punto z; € C; N K. Ricordiamo la formula
di Taylor con resto di Lagrange. Sia A C R" un aperto e sia f : A — R"
una funzione liscia. Siano zg,x € A. Se il segmento che congiunge zy ed z
& contenuto in A, allora

f@ = > PG e RGwsao) ®)
la] <k—1
Riizo) = Y0 DT (o, (@)
|a|=k )

dove ¢ e un punto che appartiene al segmento congiungente xg e x. Fissato
J € J applichiamo la formula con z¢g = z; e x € K;. Otteniamo

D*(€)

al

f(@) = fz;) + R(z;25) = flz) + >

|a|=k
(z — ;)% < |z — 2| = o — 2 < (Vm27%)*
|f(z) = f(z;)] < Cile — a5 < Cp27%F

dove Cy := mk/ZCl.

(z — ;)"

Dungque f(K) e contenuto nella palla B(f(xj), Co 2_5k) e pertanto m, (f(K;)) <
C327°" dove C3 = wpCy e wy indica il volume della palla unitaria in R”.



Siccome Cj—1 = Ujes(Cr—1 N Kj), si ha
m,, (f(Cr)) < Zmn(f(ck NKj;)) <
Jje€J
< Zmn(f(K])) < O 2—snk . |J| < (4 2—snk2sm = (4 23(m—nk)‘

Poiche k > m/n, lim,_,o 250" ™) = 0. Dunque m,,(f(Cy)) = 0.

A questo punto scegliamo k > m/n — 1.

k
C=(C\C)U|J(Cia\C)UCy
=2
k
F(C) = F(C\C) U F(Cia \ C) U f(Ch).
=2

Dai tre punti precedenti segue che my, (f(C)) = 0. E quindi sistemato il caso
di una applicazione f : W — R™ come sopra.
Passiamo al caso generale di una applicazione f : M™ — N™ fra varieta
qualsiasi. Sia p € Crit(f). Scelgo una carta (V,4) su N vicino a f(p).
Sia (U, ) una carta vicino a p. Restringendo posso supporre f(U) C V.
Componendo ¢ con una traslazione ed una dilatazione posso supporre che
o(p) = (1/2,...,1/2) e che p(U) = W D [0,1]™. Sia f :=¢fe !t : W —
R™. Allora Crit(f) N [0,1]™ ha misura nulla. Dunque lo stesso vale per
la sua controimmagine mediante ¢, che coindice con Crit(f) N e ~1([0, 1]™).
Siccome = 1([0, 1]™) & un intorno di p e p & arbitrario, applicando il Lemma
5 concludiamo che Crit(f) ha misura nulla.

O



