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N.B. Motivare adeguatamente tutte le risposte.

Esercizio 1. Sia M una varieta compatta e connessa e sia f : M — S*
una sommersione. Sia Z € X(S') il campo vettoriale definito dalla formula
Z(z) := iz per ogni z € S*.

1. St dimostri che f e suriettiva. Svolgimento: Le sommersioni sono
applicazioni aperte, dunque f & aperta. Inoltre M ¢ compatta e S* & di
Hausdorff, dunque f é anche chiusa. Pertanto f(M) é sia aperto che
chiuso in S*. Siccome S' & connessa, f(M) = S'.

2. Si dimostri che per ogni x in M esistono un intorno aperto U di x ed
un campo vettoriale Xy € X(U), tali che per ogniy € U si abbia

dfy(Xu(y)) = Z(f(y))-

Svolgimento: Sia v € M. Per il teorema della funzione implicita
esistono carte (U, = (uq,...,uy,)) su M vicino ad x e (V,¢ = (vy))
su S* wvicino a f(x) tali che la rappresentazione locale f := ¥ fo~! sia
data da f(uq,...,u,) = uy. Dunque
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Nella carta (V,vy) si avra Z = g(vl)% per una certa funzione g €

C>(V). Allora basta porre X (z) := g(f(z))52.

3. St deduca che esiste un campo globale X € X(M) tale che per ogni
reM

df:(X(2)) = Z(f(x)).

(Suggerimento: sfruttare la partizione dell’unita.) Svolgimento: Per
il punto precedente esiste un ricoprimento aperto {U;} di M ed esisto-
no dei campi X; € X(U;) tali che df (X;) = Z. Sia x; una partizione
dell’unita subordinata al ricoprimento {U;}. Dunque {supp(x;)} € una
famiglia localmente finita e supp(x;) C U; (in realta siccome M é com-
patta, possiamo supporre che il ricoprimento sia finito). Dunque x;X;
¢ un campo liscio definito su tutta M e lo stesso vale per X := . xX;.

Siccome df € lineare, df,(X(x)) = (> , xi(x)) - Zi(f(x)) = Zi(f(2)).



4. Sia {1 }ier il flusso di Z e sia {@iher il flusso di X. Dimostrare che
for = Uf per ogni t. Svolgimento: Fissiamo x € X. Facciamo
vedere che la curva t — «(t) := f(p(z)) € una curva integrale del
campo Z. Infatti

4 a(t) = dfae (% _Osot(x)> = dfa) (X (ei(7)) =
= Z(f(e(2))) = Z(a(?)).

dt
Dunque « € una curva integrale di Z. Siccome a(0) = f(x), per l'u-
nicita della soluzione delle equazioni ordinarie otteniamo f(pi(z)) =

a(t) = v f(2).

5. Calcolare esplicitamente 1;. Svolgimento: Siamo nel piano comples-
so (= R?) e dobbiamo risolvere ’equazione (t) = iz(t). La soluzione
con punto di partenza zy € S* & z(t) = e'2y. Quindi la soluzione é una
rotazione del cerchio.

t=0

6. Dimostrare che tutte le fibre di f sono diffeomorfe. Svolgimento: Se
z € S, scrivo z = €. Allora (1) = z. Vogliamo dimostrare che
il diffeomorfismo ¢; di X porta la fibra f~*(1) nella fibra f~(z). In-
fatti, supponiamo che x € f~Y(1). Sfruttando il punto 4 otteniamo
che z = Yy(1) = Ui(f(2)) = flpe(x)), dunque pi(x) € f71(2). E cosi
dimostrato che @ (f~1(1)) C f71(2). L’inclusione opposta si dimostra
nello stesso modo. Quindi il diffeomorfismo w; di X porta la sotto-
varieta f(71(1)) sulla sottovarieta f~'(z)). Quindi tutte le fibre sono
diffeomortfe alla fibra su 1.

Esercizio 2. Consideriamo i sequenti sottoinsiemi di R3:
C,={(z,y,2) eR®: 2 =0,2% + y* = 4},
Ci={(n,y,2) €ER*: 2 =0,2> +¢y* =1},
S ={(z,y,2) €R®: 2® 4 9* + 2% =1},

Sia p := (0,1,0). Poniamo

X, :=C.US* ULy U Ly, Xy :=C.UC; ULy U Ls.

1. Calcolare m (X4, p) indicando un sistema di generatori.

Ly = {0} x [1,2] x {0},
Ly = {0} x [-2,-1] x {0},

2. Calcolare m(Xo, p) indicando un sistema di generatori.

3. X1 e Xy hanno lo stesso tipo di omotopia?



