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CAPITOLO 1

Dalla geometria euclidea ai vettori

1. Misurare in geometria

Indichiamo con II il piano della geometria euclidea e ricordiamo che II € un insieme di
punti usualmente denominati con le lettere maiuscole A, B,C' .... Un concetto primitivo nella
geometria euclidea e quello di retta. Le rette sono sottoinsiemi del piano e sono denominate
con le lettere minuscole a, b, c.... L'usuale assioma di collineazione dice che per ogni coppia
di punti distinti ¢ definita un’unica retta che li contiene. Un punto cruciale della geometria ¢
quello della misura: dei perimetri, delle aree e, nello spazio, dei volumi.

Lo stesso nome Geometria significa: misura (uerpra) della Terra (I'ng). Misurare implica, in
linguaggio moderno, dare una relazione di ordine ai nostri oggetti (commisurare). Dobbiamo
saper dire quando due grandezze sono eguali o diverse. Seguendo l'intuizione se A # B e r ¢
la retta passante per A e B risulta definito (assiomaticamente) un ordinamento totale su r tale
che B > A. Si ha cioe che C' & minore di D se partendo da C' nella direzione AB si incontra D.
Con I'utilizzo della teoria di Eudosso, il problema della misurazione e risolto negli Elementi
ad un livello di profondita straordinario. Assodato che il sistema delle frazioni (dei numeri
razionali) € insufficiente per misurare per esempio la diagonale del quadrato noto il lato, il
problema tecnico fu, in un certo senso, quello di “ figurarsi” I'insieme dei numeri reali. Per
questo fu necessario rendere rigoroso il concetto di continuita o connessione della retta.

In termini moderni, fissati due punti distinti O e U di r, si definisce un’applicazione biettiva
tra la retta r e il campo dei numeri reali R:

Jfou:r =R,
in modo tale che for(0O) = 0 e foy(U) = 1. Il valore foy(4) = x4 & la coordinata di A.
Questo valore permette di individuare la posizione di A su r. Noi non ci addentreremo nei
dettagli della costruzione di R, svolta, di norma, nei corsi di Analisi Matematica. Per onore
di cronaca vogliamo ricordare che al tempo di Euclide (330-275 a.C.) si consideravano solo le
quantita positive e che i concetti di funzione ed insieme non erano stati inventati.
A partire dalla funzione coordinata foy, si introduce la funzione differenza Foy : 7 x r — R;
se fou(A) =za e fou(B) = zp, si pone:
Fou(A, B) == fou(B) = fou(A) =z — za.
La distanza (rispetto a OU) tra C e D con C, D € r ¢ poi definita come:
dOU<A, B) = |FOU(B,A)| = |.’L‘B — $A‘7

dove con | - | denotiamo il valore assoluto. Se pensiamo ad r come ad un’asta di misura, il
segmento OU & 'unita di misura.
2. Azioni sulla retta euclidea e cambiamenti di unita di misura

Possiamo definire due azioni di R su r :
e TRASLAZIONE: Toy : R x 7 — 7, definita come Toy (A, P) = (for) ™D (A + f(P));
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e DILATAZIONE: Doy : R x 7 — 7, definita come Doy (), P) = (for) ™Y (A f(P)).

Fissato A € R, abbiamo rispettivamente le funzioni T}, (1) = Tou(),-) (A-traslazione) e
D}y (5) = Dou(A,-) (A-dilatazione). Le traslazioni mantengono le distanze, cio¢, per ogni
A € R, dOU(THy(P), TH;(Q)) = dou(P,Q); si noti che il parametro A che individua la
traslazione & determinato dall'immagine di un punto, per esempio dell’origine O. Si ha che
dou (0, T3(0)) = |A.
Le dilatazioni mantengono 'origine e il parametro A che le individua ¢ determinato dall’imma-
gine di U, cioe U’ := D};(U) = fou(—1)(A\U). Notiamo che se A & negativo 1'orientamento
(cio¢ lordinamento) della retta si inverte. Si ha che doy(O,U’) = ||

Possiamo ora introdurre le funzioni di trasporto. Fissati due punti A e B, definiamo 745 :
r — 7 come la funzione che associa a P € r I'unico punto @ tale che xp — x4 = g —zp. Il
trasporto mantiene le distanze.

Dobbiamo ora vedere come cambiano le funzioni coordinate foy al variare del segmento
OU. E ragionevole supporre che ci sia compatibilita rispetto alle dilatazioni e alle traslazioni.
(1) Compatibilita con la traslazione. Assegnato O', sia U’ = 700/(U). Si ha che
fOU = fO/U/ —|— ro’, € quindi'

Tov =Tou:-

(2) Compatibilita con la dilatazione. E ragionevole richiedere che nel cambiamento
di scala i rapporti tra le grandezze rimangano invariati. Assegnato U’ # O, se foy =
kfou, allora foy(U') = k. Quindi:

Doy = Doy

ESERCIZ10: Possiamo ricavare la trasformazione generale assumendo: fop(P) = afap(P) +b
per ogni P. Ora, per ricavare a e b, notiamo che:
fep(C)=0=afap(C)+0b
fep(D) =1=afap(D) +b.
Risolvendo il sistema si trova che a = 1/(fup(D)—fap(C)) eb = —fap(C)/(far(D)—fap(C));
quindi:
_ fas(P) — faB(C)
fas(D) = fap(C)

ESERCIZIO: Provare che dop(P,Q) - dap(P, Q) = dap(C, D).

Consideriamo il trasporto in r, cioe la traslazione di punti sulla retta, come definito pre-
cedentemente. Osserviamo, lasciandone al lettore la facile verifica, che 74p non dipende dalla
scelta di O ne da quella di U.

(kfou) =Y (x) = (fou) ™ (k') abbiamo:

Lasciamo come esercizio il completamento della dimostrazione del seguente:

fep(P)

TEOREMA 2.1. Sia B(r,r) l'insieme delle funzioni biettive da r in r. Definiamo ’applicazione
T:r Xr — B(r,r) come 7(A, B) = 74p; valgono le seguenti proprieta:
(1) dov(t0a(B),104(C)) = douv (B, C);
(2) TABTOA = TOB;
(3) Too = identita;
(4) TAB = TCD < FOU(A,B) = FOU(C,D).

Questo conclude il nostro studio della geometria della retta.



3. Trasporto Parallelo nel Piano

Il piano IT della geometria euclidea gode del contestato, ma prezioso assioma delle rette
parallele:

V _ASSIOMA: Siano r una retta e @ un punto non appartenente ad r; allora esiste ed é unica
la retta s passante per Q) e parallela ad r, cioé tale che l'intersezione tra s e r sia vuota.
Utilizzeremo il V assioma per estendere al piano le funzioni di trasporto definite sulle rette.
Queste saranno delle funzioni dal piano in se, i trasporti paralleli, la versione dinamica del V
assioma.
Fissati due punti A e B vogliamo definire una applicazione

Tag : 11 — I1.

Per definizione, 744 ¢ 'identita. Se A # B, sia r la retta per A e B. Se P € r definiamo 745(P)
il trasporto parallelo su r (vedi sezione precedente). Se P ¢& r, sia a la retta passante per A e P;
ovviamente B ¢ a. Vi ¢ un’unica retta a’ parallela ad a e passante per B. Sia poi r’ la parallela
ad r passante per P. Notiamo che a’ non ¢ parallela ad 7’ (questo contraddirebbe il V assioma
per B e r'l). Poniamo m45(P) =Q =1r"Nd'.

Il trasporto parallelo gode delle seguenti proprieta:

(1) COMPATIBILITA CON LA MISURA: la lunghezza del segmento che unisce Tag(P) e
Tag(P) € uguale alla lunghezza del segmento PQ);
(2) REGOLA DEL PARALLELOGRAMMA: dati A,B,C e D in II; se Taop = 7¢p, allora
74B(C) =D e Tac = TBD-
La proprieta del parallelogramma si rappresenta graficamente:

DOMANDA: la regola del parallelogramma é un teorema o un assioma?

NoTA. Il trasporto 7 ¢ stato definito nel complementare di r, II — r, senza utilizzare la misura
sulla retta, cioe la biezione con il campo dei reali, ma soltanto ’assioma delle parallele. Po-
tremmo allora ricorrere ad una specie di trucco utilizzando la regola del parallelogramma. A
tal fine, si noti che, posto @ = Tap(P), si ha Tap(X) = 7pg(X) se X non appartiene a r Ur’,
dove 7 ¢ la retta per A e B, e v’ & la retta per P e Q. Se allora C' ¢ in r, possiamo porre
Tap(C) = 7pg(C), dove il secondo membro dell’equazione ¢ ora definito.

Per dimostrare la regola del parallelogramma 745 = 7Tpg, € necessario verificare che certi
triangoli sono eguali, la quale cosa, implicitamente, equivale al fatto che la misura della distan-
za ¢ invariante per traslazione sulla retta. E pero possibile assumere la regola del parallelo-
gramma come assioma. Per tale via sarebbe possibile fondare una “Geometria non metrica”,
contraddizione linguistica.

RISPOSTA ALLA DOMANDA: dipende.
EsErci1Z10: La relazione di parallelismo ¢ una relazione di equivalenza.
Sia B(II,II) l'insieme delle funzioni biettive dal piano in sé e 7 il trasporto:

7: 1 x I — B(II,I).

PROPOSIZIONE 3.1. Sia V I'immagine di 7; V & un sottogruppo abeliano di B(II,II).



L’AZIONE DI DILATAZIONE. Fissiamo su una retta r un’origine O e un punto U # O. Da-
to un punto B su r e un numero reale A, sia B’ = Doy(A, B). Possiamo allora definire la
moltiplicazione m : R x V' — V come m(\, 7o) = Mo = Top'-

ESERCIZIO: La moltiplicazione € ben definita: se Top = Tac, allora A\Top = ATa¢. Valgono le
seguenti proprieta della moltiplicazione:

(1) MroB +Tac) = Mo + ATac;
(2) (A +u)(toB) = A\oB + p10B;
(3) Aul(ros) = MutoB);

(4) lTOB = T0B-



CAPITOLO 2

Introduzione all’Algebra Lineare

1. Spazi vettoriali

Sia K un campo detto degli scalari. Uno spazio vettoriale & un insieme V dotato di due
operazioni:
(1) una interna: f:V xV =V
(2) una esterna: m: K xV — V.
Queste devono soddisfare ad alcune proprieta che andiamo a descrivere.

(1) La f & una somma: si pone f(v,w) := v + w. Si richiedono le seguenti proprieta:
(a) associativita: Yo,w,h € V : f(f(v,w),h) = f(v, f(w, h)), ovvero:

(v+w)+h=v+ (w+h);
(b) esistenza dell’elemento neutro: Ju tale che Vv € V' :
V+u=u+v=u1;
(c) esistenza dell’inverso: Vv € V3w € V tale che:
vt+w=w—+v=u;
(d) commutativita: Yo, w € V :
v+w=w-+w.

Le proprieta (a-c) significano che (V,4) & un gruppo, la (d) che tale gruppo & com-

mutativo.
(2) Pensando alla m come ad una moltiplicazione, si pone m(\,v) = Av. Si richiedono le

seguenti compatibilita: Yo, w e V. A\, up € K

(a) AMv4w) = v+ w

(b) (A+ p)(v) = Ao+ pv

(c) Au(v) = A(pwv)
(d) v =w.

Ricapitolando, un K spazio vettoriale ¢ un gruppo abeliano (V,+) dotato di una moltipli-

cazione m : K x V — V che soddisfa le proprieta (a-d) di 2. Gli elementi di V sono i vettori,
gli elementi di K sono gli scalari, la moltiplicazione m e la moltiplicazione scalare per vettore.

ESEMPI:

(1) lo spazio vettoriale dei trasporti paralleli nel piano;

(2) (K", K): (21, 20) + (Y1, Un) = (1 + Y15, Tn + Yn);
Mz, ..y zn) = (A1, ..o, AZp);

(3) i polinomi P, le funzioni continue a valori reali;

(4) Lo spazio banale {0}.
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Discussione sui polinomi: Un polinomio p di grado n a coefficienti in K si scrive:

p(z) = apr"™ +ap 12" '+ fayr +ag, a; €K.

Abbiamo per p due interpretazioni:

e come funzione p: K — K;

e come n + 1-pla dei coefficienti: p < (aq,...,ay).
I polinomi di grado n, con la seconda interpretazione, si identificano con K™*!. Se il campo ha
infiniti elementi (e.g. K = R), allora due funzioni polinomiali ¢(x) e ¢’(x) sono eguali se i loro
coeflicienti sono eguali. Per vedere questo si ponga:

p=q —q=an2" +an 12"+ + a1z + ag;

sappiamo ora che p deve definire la funzione identicamente nulla. Supponiamo ora per assurdo

an # 0,
e ricordiamo che, se 21 ¢ una radice di p, p(x1) = 0, allora (regola di Ruffini):
p(z) = (z — z1)p'(2).
Iterando, se p ha n radici distinte, allora p(z) = a,(z —x1) ... (z — x,). In tale caso, se b & una
radice di p, p(b) = 0, e per la regola di annullamento del prodotto in un campo si ha b = x; per

qualche 7. Segue che p ha al massimo n radici distinte. Questo € in contraddizione col fatto che
p si annulla su infiniti valori.

2. Primi elementi di algebra lineare

Cominciamo con qualche osservazione elementare. Indicheremo con 0 (vettore nullo) I’ele-
mento neutro di (V,+), mentre 0 sara lo zero di K (scalare nullo). Inoltre indicheremo con —v
Pinverso di v in (V) +), e scriveremo anche w + (—v) = w — v. Si ha:

O+v=v4+0=v; v—v=0.

PROPOSIZIONE 2.1. Per ogni v € V e per ogni A € K :

(1) Ov=0;
(2) A0 = 0;
(3) (=)o = —v;

(4) A =0= A= 0 oppure v = 0.

DIMOSTRAZIONE. (1) Ov = (04 0)v = Ov + Ov; w & Vinverso di Ov nel gruppo (V,+);
allora 0 = 0v +w = (Ov 4+ 0v) + w = 0v + (Ov + w) = Ov + 0 = Ov; dunque 0 = Ov;
(2) A0=A(0+0) = A0+ A0; dunque A0 = 0;
(3) 0=0v=(—-1+1)v = —1v 4+ v; dunque —v = —1v;
(4) se v=0e X #0,allora0=A"10=A"1\v) = 1lv=0.
O

Una nozione particolarmente importante ¢ quella di combinazione lineare. Sia V un K
spazio vettoriale e siano dati n vettori vy, ...,v, e n scalari aq,...,a,, la somma:

n
E a;V; = a1v1 + 0+ apvy
i=1

N . . . . . . . n N
¢ detta combinazione lineare dei vettori v; per gli scalari a;. Il vettore w = 3", a;v; € detto
allora combinazione lineare dei v;. Dato un insieme dei vettori {vy, ..., v, }, sono problemi tipici:

e quali vettori w di V sono combinazione lineare dei v;;
e in quanti modi un vettore w ¢ combinazione lineare dei v;.
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DEFINIZIONE 2.2. (SISTEMA DI GENERATORI) Un sottoinsieme S di V' si dice un sistema
di generatori (s.g.) se ogni vettore di V' & combinazione lineare di elementi di S. Lo spazio V si
dice finitamente generato se ha un sistema di generatori finito.

Dire che S ¢ un sistema di generatori significa che per ogni v appartenente a V| esistono
V1,...,U, vettori di S e aq,...,a,, scalari tali che:

m
v = E a;v;.
i=1

ESEMPI:

(1) Ve V—{0} (con V non banale) sono insiemi di generatori di V;

(2) sistema di generatori standard in K™;

(3) caso geometrico.
EsERcIZIO: Sia S un sistema di generatori di V; sia S’ C V tale che ogni vettore di S sia
combinazione di vettori di S’. Dimostrare che S’ & un sistema di generatori di V.

La seguente definizione & molto importante:

DEFINIZIONE 2.3. (INDIPENDENZA LINEARE) I vettori vy,...,v,, si dicono vettori linear-
mente indipendenti (1.i.) se e solo se
a1+ -+ anvy =0=>a =ay=---=a, =0.
Dire che vq,...,v,, sono linearmente indipendenti significa che il vettore nullo ammette

un’unica rappresentazione come combinazione lineare dei v;, cioé quella banale. Di piti abbiamo
la seguente:

PROPOSIZIONE 2.4. (UNICITA DELLA RAPPRESENTAZIONE) Sia w = ajv; + -+ + GmUm;
v1,...,U;m sono linearmente indipendenti se e solo se tale rappresentazione di w come combi-
nazione lineare dei {v;} & unica.

DIMOSTRAZIONE. Date due combinazioni lineari w = ajv1 + -+ + amvm € w = bjvg +- -+ +
bmUm, per differenza troviamo:

(a1 —b1)v1 + -+ (am — bm)vm = 0;
allora, se i {v;} sono l.i., si ha a; = b; per ogni i. Viceversa, se i vettori {v; } non sono l.i., devono
esistere degli scalari ¢; non tutti nulli tali che 0 = c1v1 + -+ + ¢nUm. Se w = a1v1 + -+ + + AU,

allora avremo anche w = (a; 4+ ¢1)vy + - -+ + (@m + Cm)Um, cioé due rappresentazioni differenti
di w. 0

ESEMPI:
(1) {0}
(2) sistema di generatori standard in K™;
(3) caso geometrico;
(4) caso di funzioni e polinomi.

DEFINIZIONE 2.5. (SISTEMA DI VETTORI L.I.) Un insieme S (non necessariamente finito)
di vettori di V si dice un sistema di vettori linearmente indipendenti (L.i.) se ogni sottoinsieme
finito di S e formato da vettori linearmente indipendenti.

ESEMPIO: S = {z"} nello spazio vettoriale dei polinomi.

DEFINIZIONE 2.6. (BASE)Un sottoinsieme S di V' & una base di V' se & un sistema di
generatori linearmente indipendenti.
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EseMPI: la base standard di K" e quella dei polinomi.

PROPOSIZIONE 2.7. (1) Se {v1,...,v,} € un sistema di generatori di V, ma non una
base, allora esiste un ¢ tale {v1,...,v,} — {v;} & ancora un sistema di generatori di V.
(2) Se {v1,...,v,} & un sistema di vettori linearmente indipendenti di V, ma non una
base, allora esiste v in V tale che {vy,...,v,,v} & un sistema di vettori L.i..
DIMOSTRAZIONE. (1) Se agv1 + -+ a;v; + -+ + apv, = 0, con a; # 0, allora v; =
—(a;)~1 > j4i @50, quindi il sistema {v1,...,v,} — {v;} contiene tutti i vettori {v;}
ed ¢ allora un s.g..
(2) Se v non & combinazione lineare di {v1,...,v,}, allora {v1,...,v,,v} & un sistema L.i..

Infatti, se ajvy + -+ + apv, +av = 0, si ha a = 0, altrimenti v dipenderebbe dai {v;},
ma allora a;v; + - -+ + a,v, = 0 e quindi per ogni i, a; = 0.
O

TEOREMA 2.8. (DELLO SCAMBIO) Sia {wq, ..., w;,} un insieme di vettori L.i., e {v1,...,v,}
un s.g. di V. Esistono m vettori distinti v;,, ..., v;, contenutiin {vq,...,v,} tali che

{wy,...,wn} U ({’Ul,...,vn}—{vil,...,vim})

& un s.g..

Il teorema ci dice che possiamo introdurre nel sistema dei generatori {vy,...,v,} i vettori
{w1,...,wn}, espellendo opportuni m vettori {v;,}, in modo che I'insieme trovato dopo lo
scambio sia ancora un sistema di generatori.

Prima di dimostrare il teorema illustriamone alcune conseguenze:

COROLLARIO 2.9. n > m.
COROLLARIO 2.10. Se {v1,...,v,} e {w1,...,wy} sono due basi di V| allora m = n.
Ci rimane da dimostrare il teorema dello scambio.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione sul numero m dei vettori 1.i..
Passo iniziale: m = 1. Dire che {w} & un insieme di vettori linearmente indipendenti significa
wy # 0. Essendo {v1,...,v,} un sistema di generatori, si ha:

w1 = a1V + -+ apvy.

Gli scalari non sono tutti nulli. Se a; # 0, v; = (a;)~!(w; — > j4i @jvj). Le combinazioni lineari
di {...,v;_1,w1,v;41...} contengono {vy,va,...,v,} che & un sistema di generatori. Allora
{-..,vi—1,w1,Vi11 ...} & un sistema di generatori. Notiamo che possiamo scambiare w; con
ognuno dei v; per cui a; # 0.

Passo induttivo: m > 1, e il teorema vale per m — 1. Dati {wy, ..., wm—_1, Wy, } possiamo scam-
biare i primi m — 1 vettori {wy,...,w;,—1} con altrettanti vettori del sistema {vy,va,...,v,}.
A meno di riordinare gli indici possiamo supporre che siano i primi m — 1 vettori dei {v; }, cioe
V1,...,Um—1. Abbiamo allora che {wi,..., Wm—1,Vm,...} & un s.g.. Allora avremo:

Wy, = W1+ + Q-1 Wyp—1 + bmvm +-- 4+ bnvn = Z a;w; + Z ijj'
i<m j>m

L’unica nostra preoccupazione ¢ quella di scambiare w,, con uno dei v; (e non con i w;). Se, per
qualche j, b; # 0, ripetiamo la procedura del primo passo di induzione. Il problema potrebbe
aversi se tutti i b; fossero nulli. In tale caso pero:

Wy = Q1W1 + - + CGp—1Win—1,
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quindi aywy + -+ + Am_1Wym—1 — Wy, = 0, ma allora tutti i coefficienti sarebbero nulli. D’altra
parte sappiamo che i w; sono Li.; allora —1 = 0, cioe una contraddizione. Questo completa la
dimostrazione. O

PROPOSIZIONE 2.11. Se V ¢ finitamente generato allora ammette una base finita. Inoltre
si puo completare ogni sistema di vettori indipendenti ad una base.

DIMOSTRAZIONE. Si usa la proposizione 2.7. Da un insieme di generatori finito si eliminano
uno ad uno i vettori in modo che diventino Li.. Quindi abbiamo una base di n elementi. Se
viceversa abbiamo un insieme S di m vettori indipendenti abbiamo m < n. Se S non € una base
possiamo aggiungere ad S un vettore v in modo che S U {v} sia L.i.. Questo procedimento non
puo continuare all’infinito: quindi se un insieme ha piu di n elementi non puo essere un sistema
di vettori 1.i.. O

DEFINIZIONE 2.12. (DIMENSIONE) Se V ¢ finitamente generato diremo dimensione di V'
(dim(V)) il numero di elementi di una qualsiasi sua base. Si pone dim({0}) = 0. Uno spazio
vettoriale ha dimensione infinita se non & finitamente generato, e porremo dim(V') = +oc.

Vedremo che la dimensione ¢ 'unico invariante algebrico degli spazi vettoriali finitamente
generati. Uno dei problemi principali € allora quello di calcolare le dimensioni e le basi degli
spazi vettoriali.

PROPOSIZIONE 2.13. dim(K™) = n.

CRITERIO. V ha dimensione infinita se e solo se per ogni intero positivo n esistono n vettori
linearmente indipendenti in V.

EsemMpIO: dim{Polinomi} = +o0.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n, e sia ¥V = {v1,v2,...,v,} una base
ordinata di V. Sia v un vettore di V; possiamo scriverlo in modo unico come combinazione
lineare dei v; :

V= a101 + 0 GnUng
ricordiamo che esistenza di tale rappresentazione segue dal fatto che i {v;} formano un insieme
di generatori, e 'unicita dal fatto che sono linearmente indipendenti. La n-pla (ordinata)
(a1y...,ay) si dira n-pla delle coordinate di v rispetto alla base V. In particolare, ¢ definita la
funzione delle coordinate F': V — K™ :

F):=(a1,...,an).
DomMAaNDA: Quali sono le coordinate di v;?

ESERCIZIO:

(1) Provare che lapplicazione F & biettiva.
(2) Provare che, per ogni v,w € V, e per ogni A € K, si ha: F(v+ w) = F(v) + F(w), e
F(\) = AF(v).

(3) Provare che F(v;) =¢; :=(0,...,0,1,0,...,0).
LA CORRISPONDENZA DI CARTESIO:
La scelta di un’ origine O del piano II ci permette di identificare i vettori con i punti di II :
Pinsieme dei {7op} per € in corrispondenza biunivoca con V (II), lo spazio dei vettori geometrici
sul campo dei reali. Questo definisce una biezione 2 : II — V/(II). Essendo dim(V (II)) = 2,
la scelta di una base, ovvero di due rette distinte per O (gli assi cartesiani), e la scelta di due
unita di misura, definiscono una mappa coordinata da V(IT) in R%. Componendo, troviamo la
corrispondenza di Cartesio ¢ : IT — R2.
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Abbiamo visto che gli spazi vettoriali di dimensione n sono in corrispondenza biunivoca con
K™, Inoltre la funzione biettiva che determina la corrispondenza, cioe la funzione delle coordi-
nate, preserva le operazioni algebriche degli spazi vettoriali. Tuttavia le coordinate dipendono
dalla scelta delle basi.

Dobbiamo capire come cambiano le coordinate quando cambiamo le basi.
Siano V = {v1,v9,...,0,} e W = {wy,ws, ..., w,} due basi ordinate di V. Sia v un vettore di

V. Allora possiamo scrivere:
n n
V= E Z;U;, v = E Yjws.
i=1 j=1

Ora, per ogni j, abbiamo:
n
w]- = E aijvi.
i=1

Quindi v = 377, y; O2iL, aijvi) = D22 (30—, aijy;j)vi, e per I'unicita della rappresentazione
dobbiamo avere, per ogni ¢ da 1 a n:

n
€Tr; = E QijYj-
j=1

Sinteticamente, si costruisce la matrice n X n :

aiq . a1 ... A1n
aj1 ce Aji RN Qjn
an1 N (0797 N Anpn
per cui Ax =y, ove:
Y1 T1
Yy= Yi y T = T
Yn Tn

La matrice A si chiama matrice di cambiamento dalle coordinate da quelle nella base W a quelle
nella base V.

OSSERVAZIONE. A & una matrice invertibile. Sia B la matrice di cambiamento di coordinate da
YV a W; si ha che AB = BA =1, dove I & la matrice identita. Se infatti Ay = x e Bx = y per
ogni n-pla x, allora ABx = Ay = x, cioe AB = 1.

OSSERVAZIONE. A ¢ una matrice invertibile. Sia B la matrice di cambiamento di coordinate da
VY a W; si ha che AB = BA =1, dove I ¢ la matrice identita. Se infatti Ay = x e Bz = y per
ogni n-pla x, allora ABx = Ay = x, cioe AB = 1.

NoOTA. Le basi ordinate di K™ sono in corrispondenza con le matrici invertibili.

3. Sottospazi vettoriali

Un sottoinsieme W di un K spazio vettoriale V' & un sottospazio vettoriale di V se e
chiuso rispetto alle operazioni algebriche di V. Questo significa che per ogni coppia di elementi
wi,wy € W, e A\, Ao € K, anche \jw; + Agwy € W. E immediato verificare che W con le
operazioni indotte & un K spazio vettoriale. Piti formalmente un sottospazio vettoriale (W, +)
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¢ un sottogruppo di (V,+) ed & chiuso rispetto alla moltiplicazione scalare-vettore. Il seguente
criterio restringe al minimo le verifiche ed & utile nelle applicazioni.

CRITERIO-DEFINIZIONE: W ¢ un K sottospazio vettoriale di V' se e solo se:

(1) wi,wy € W = wy +ws € W;
2 weWAe K= weW.

DIMOSTRAZIONE DEL CRITERIO. C.S.: basta verificare che (W, +) & sottogruppo abeliano;
¢ chiuso rispetto alla somma per 1), contiene I’elemento neutro e U'inverso di ogni elemento:
Ow e W e (—1)w e W per 2).

C.N.: ovvia. O

Gli insiemi {0} e V sono ovviamente sottospazi vettoriali di V. Un sottospazio vettoriale
W si dice proprio se W # {0}, W # V.

EsEmpI:
(1) K™ ! pensato in K™ come l'insieme delle n-ple (ay,as, ..., a,_1,0).
(2) Siano {v1,vs,..., vk} vettori di V; spanfvy,va,...,vx] == {v € V : v = ajv1 +
-+ + apvr} & un sottospazio vettoriale di V : lo spazio generato dai v;. Si noti che
spanfvy, va,...,vx] =V se e solo se {vy,vs,...,v5} e un s.g di V.
EsErcizr:
(1) W sottospazio di V' = dim(W) < dim(V).
(2) dim(span[vy,ve,...,vk]) < k, e in particolare dim(span[vy,vs, ..., vg]) = k se e solo se

i v; sono Li..
(3) Dimostrare che ogni spazio di dimensione n contiene sottospazi di dimensione k per
ogni intero k t.c. 0 < k < n.
(4) Sia P lo spazio dei polinomi a coefficienti reali; dire quali dei seguenti sottoinsiemi
sono R-sottospazi vettoriali di P :
(a) i polinomi pari: X :={p € P | p(x) = p(—x)};
(b) i polinomi dispari: Y :={p € P | p(z) = —p(—2)};
() Wi={peP|p —ap = a?p};
(d) Z:={peP|pl)=1}

4. Somma e intersezione di sottospazi

Sia {V;}ier un insieme di sottospazi vettoriali. Allora N;c;V; & un sottospazio vettoriale di
V. Non ¢ invece vero che I'unione di sottospazi ¢ un sottospazio.

ESERCIZ10: Provare che, se Wi e Wy sono sottospazi propri di V, e Wy & Wy, Wy ¢ Wy, allora
W1 U W5 non é sottospazio vettoriale di V.

SOLUZIONE. Presi wy € W1 — Wy e wy € Wy — Wy, allora wy +ws non sta in Wy UW,. 0O

Definiamo il sottospazio somma:
Wi+ Wy = {w eV :iw=w+wsy, wy € Wi,wy € WQ}

Utilizzando il criterio si verifica che W7 4+ W5 & un sottospazio vettoriale. Notiamo che Wy + W,
¢ lo spazio vettoriale generato dall’insieme Wi U Ws.

DEFINIZIONE 4.1. (SOMMA DIRETTA) Se Wi NW, = {0} la somma si dice diretta e si scrive
Wi+ Wy =W, ®W,.
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Se la somma non & diretta allora esiste un u # 0 in W7 N Ws5. Se w = wy + wo, allora
w = (w1 + u) + (we — u) : la decomposizione di w come somma di un elemento di Wy e di un
elemento di W5 non ¢ unica. Se la somma ¢ invece diretta, tale rappresentazione ¢ unica. Se
infatti w = w1 + wa = uy + ug, si ha u = wy — u; = us — we € Wy N Wa, e quindi nullo; segue
che w1 = u1 e wy = us.
Generalizzando, se Wy, Wy, ..., W) sono sottospazi vettoriali di V, definiamo il sottospazio
somma;:

k k
ZWZ = {U)GVZ’UJ:ZU)Z‘, W; GWl}
=1 =1

Notiamo che Zle W, = Zf;ll W;+Wj. Per avere I'unicita della rappresentazione di un vettore

dello spazio somma come somma di vettori dei W, condizione necessaria e sufficiente & che:
i—1
> W;nW; ={0}, Vi<k.

Jj=1

. k N .
In tale caso diremo che la )", | W; & somma diretta, e porremo:

k k
@ Wl = Z Wl
i=1 i=1

PROPOSIZIONE 4.2. (FORMULA DI GRASSMANN, O DELLE DIMENSIONI) Siano Wi, Wa
sottospazi di V, e supponiamo che dim(W7;) e dim(W2) siano entrambe finite. Allora:

(2.1) d1m(W1 + Wg) = dlm(Wl) + dlm(Wg) — d1m(W1 n Wg)

DIMOSTRAZIONE. Siano dim(W; N Wy) = a, dim(W;) = n e dim(Ws) = m. Partiamo da
una base {u;}i<, di W1 NWa (se a = 0 tale base ¢ vuota). I vettori {u;};<q sono linearmente
indipendenti e possiamo completare tale base ad una base di Wy : {u; }i<q U {vj}a<j<n. Nello
stesso modo costruiamo una base di Wa : {u;}i<q U {Wk fa<k<m. Dimostreremo che {u;}i<, U
{v;}a<j<n U{Wk}ack<m € una base di Wi + Wy. Da questo segue subito la (2.1):

dim(Wy +Wy)=a+(n—a)+(m—a)=m+n—a.
Dobbiamo ora verificare:

(1) {ui}iga ] {'Uj}a<j§n U {wk}a<kgm ¢ un S.8. di Wy + Whs.
Preso un elemento w di W7 4+ W5, abbiamo w = wy + ws; ora:

wy = Zaiui + Z bjvj, wy = Zciui + Z drwg;

i<a a<j<n i<a a<k<m

w:Z(ai—i—ci)ui—!— Z bjv; + Z dpwy,.

i<a a<j<n a<k<m

(2) {uiti<a U{vjtacj<n U{wk}ack<m sono Li..

Sia
Z(ai)ui—&— Z cjv; + Z drwi = 0.

i<a a<j<n a<k<m

quindi:

Poniamo u := Za<k§m drwy = — Ziga a;u; — Za<j§n ¢jvj; dunque u € Wi N W, e
u=> .., biu; poiché gli u; sono base di W1 N Ws. Quindi, sostituendo:

Z(ai + b;)u; + Z cjv; =0,

i<a a<j<n
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e al fatto che {u;}i<a U{v;}a<j<n. € una base di W; deduciamo ¢; = 0 per ogni j..
Ponendo questo nella combinazione lineare iniziale otteniamo:

Z(ai)ui + Z diwy, = 0.
i<a a<k<m
Ora, {u;}i<q U{wk}a<k<m © una base di Wa, e quindi ¢ un sistema di vettori Li.:
a; =0 e dr =0 per ogni ¢, k.
O

COROLLARIO 4.3. (1) dim(W1+Ws) = dim(W1)+dim(Ws) <= W1+ Wy = W1 Wo;
(2) dim(@;_, Wi) = i, dim(W;),

5. Prodotto cartesiano

Siano V' e W due spazi vettoriali, il prodotto V' x W & uno spazio vettoriale in maniera

naturale. Definiamo le operazioni:

(1) (v,w)+ (W, w):=(w+v,w+w);

(2) a(v,w) := (av, aw).
Il prodotto V' x W ha due sottospazi, V' := V x {0y} e W’ := {0/} x W, che si possono
identificare con Ve W. Si ha: V' NnW' = {(0y,0p)} = Oyt e VVUW =V x W. In
particolare dim(V x W) = dim(V)+dim(W).
OSSERVAZIONE. Si ha (V x W) x Q =V x (W x Q); in particolare K x K™ = K"t™,

6. Spazio quoziente

Veniamo ad una costruzione piu delicata, lo spazio vettoriale quoziente. Il problema e che
gli oggetti in questione sono classi di equivalenza, oggetti un poco indigesti. Con il dovuto
dosaggio, la costruzione &€ molto interessante.

Sia W un sottospazio vettoriale di V. Definiamo la seguente relazione:

v=u<—v—uec

La relazione = e di equivalenza:

e proprieta riflessiva : v —v =0 € W, quindi v = v;

e simmetrica: v=u=v—u €W = u—v e W, quindi u = v;

e transitiva: se v = u e u = w, allora v —u € Wyu —w € W, e anche la somma

(v—u)+(u—w)=v—weW, quindi v = w.
Indichiamo con V/W P'insieme quoziente. Gli elementi di V/W sono le classi di equivalenza,

ovvero gli insiemi contenenti tutti e soli gli elementi tra di loro equivalenti. Nel nostro caso le
classi di equivalenza sono del tipo:

[v] ={a€V]ja=v+w,conw e W} =v+W.
Si noti che v; = vy = [v1] = [v9]. L’insieme quoziente ha una struttura naturale di spazio
vettoriale:

[v] + [u] :==[v+u]; alv] = [av].

Le operazioni sono ben definite: se v1 = v2 € w1 = wa, allora (v; —v2) € W e (wy —wa) € W,
quindi (v1 —v2) + (w1 —wz) = (v1 +w1) — (V2 +wa) € W, cioe (v1 +wy) = (va+wz). Se A € K
e v] = vy, allora v1 — vy € W, quindi A(v; — v2) = Avy — Avg € W, cioe Av; = Avg.
L’applicazione quoziente G : V' — V/W & definita da:

Gv) = [v] = v+ W.
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EsErc1zIO: G(v + u) = G(v) + G(u); G(av) = aG(v).

PROPOSIZIONE 6.1. (DIMENSIONE DEL QUOZIENTE) Se dim(V) < +oo, allora dim(V) =
dim(W )+dim(V/W).
DIMOSTRAZIONE. Sia {w1,...,w;} una base di W; la si completi quindi ad una base di
V i {wi,...,wg,v1,...,0s}. Se dimostriamo che {[v1],...,[vs]} & una base di V/W, avremo:
dim(W)+dim(V/W) = k + s = dim(V).
(1) s.g.: sia [v] € V/W; allora v =;_; a;v; + 25:1 bjw; =Y i_, a;v; + w, con w € W
Quindi: [o] = 320, agvi] = 375, ailvil;
(2) Li: sia )7, ¢;[v;] = [0] (chiaramente il vettore nullo di V/W & [0]); questo significa:
0=3"7, ¢, ciod o7 ¢v; = w € W otteniamo quindi Y7, civﬁ-Z?:l djw; = 0;
allora ¢; = 0 per ogni 7.
0



CAPITOLO 3

Applicazioni Lineari

1. Applicazioni Lineari e matrici

La seguente e la piu importante nozione dell’algebra lineare.

DEFINIZIONE 1.1. (APPLICAZIONE LINEARE) Siano V e W due K spazi vettoriali; una
funzione F' : V' — W si dice lineare se per ogni coppia di vettori vy, vo in V' e per ogni A in K
si ha:

(1) F(Ul + 'UQ) = F(’Ul) + F(’Uz);
(2) F()\Ul) = )\F(Ul)

OSSERVAZIONE. Notiamo che F ¢ lineare se e solo se mantiene le strutture algebriche di spazio
vettoriale. Per induzione abbiamo:

F(Z aﬂ)i) = Z alF(vl)
i i
MATRICI. Sia A una matrice m X n; costruiamo Fx : K™ x K™, definita come:
FA ('/E) = At'r7

ove x = (1,Z2,...,%,). La F4 & lapplicazione lineare associata ad A.
Ogni applicazione lineare F' : K™ — K™ ¢& associata ad una matrice m x n. Per questo
dimostriamo la seguente:

PROPOSIZIONE 1.2. Siano V e W due spazi vettoriali, sia {v;};c; una base di V' e {w;}ier
un insieme di vettori di W. Esiste ed ¢ unica una applicazione lineare F' : V. — W tale che

DIMOSTRAZIONE. (1) Unicita. Se esiste, ' ¢ unica: se v ¢ un vettore di V, si ha
5k g, el 5 quindi d )
V=35 ajvi;, con i per ogni j, quindi deve essere:

k k
Fv) = ZajF(vij) = Zajwij.
j=1 j=1

(2) Esistenza. Per quello che abbiamo visto provando 1’ unicita, dobbiamo definire, se

k
V=) A

k
Fv) := Zajwij.
j=1

Ora F ¢ ben definita per I'unicita della combinazione lineare. Il fatto F' che sia
un’applicazione lineare € una semplice verifica.
O
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Torniamo al caso F : K™ — K™; sia {e;} la base canonica di K™; se

a1
F(ez) = a” s
Qim
definiamo
ai1 Qa4 A1n
A= aj1 Aj4 Ajn
Am1 N A N Amn

Si ha allora che F(e;) = Fa(e;) per ogni i, quindi F' = Fy. La matrice A cosi costruita & detta
matrice associata a F'.
Il legame tra applicazione lineari e matrici € rispiegato ancora. Siano V e W spazi di

dimensione finita rispettivamente n ed m; si fissino una base ordinata V = {v,va,...,v,} di
Veuna W = {wy,ws,...,wy,} di W. Dalla proposizione sappiamo che F' & nota se conosciamo
F(v;) e quindi un numero finito di valori. Questo non succede (in generale) per funzioni non
lineari. Come prima, se F(v;) = Z;”:l ajiw;, posto a1, a2, ..., am,) =: al, costruiamo:
a1l e a1 v QA1n
A= aj1 e Qg e Qjn
Aml  ++- Qmi  -+-  Gmn
Siano z := (x1,%2,...,%,) le coordinate di v = Y1 ; zv;, e y == (y1,Y2,.--,yn) le

coordinate di F(v) = Y_7" | yyw;. D’altra parte:

F(v) =Y x;F(v;)
i=1

¢ combinazione lineare degli F(v;), quindi:

n
by = E rial = Ay
i=1

Diremo che A & associata (o rappresenta) F' tramite le basi V = {v1,vq,...,0,} di Ve W =
{wy,we, ..., Wy}t di W.
ESEMPI: (APPLICAZIONI LINEARI)

(1) Sia V = {v1,v2,...,v,} una base di V : la mappa coordinata Fy : V — K".

(2) Sia W un sottospazio di V : I'inclusione i : W — V e il quoziente ¢ : V — V/W.

(3) Le proiezioni m; : Vi x Vo — V;, definite da p; (v, v2) = v;, i = 1, 2.

(4) Sia P lo spazio dei polinomi reali: F : P — P, definita da F(p) = p'.

PRrOPOSIZIONE 1.3. Siano V, W, U tre K spazi vettoriali, a e b in K.
(1) Se F: V- W eG:V — W sono lineari, aF + bG : V — W, definita da (aF +
bG)(v) := aF (v) + bG(v), ¢ lineare.
(2) Se F:V—W e H:W — U sono lineari, la composizione H o F' : V — U & lineare.
(3) Id: V =V, definita da Id(v) := v, e 0 : V — W, definita da 0(v) := Oy, sono lineari.
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(4) Se F: V — W lineare & biettiva, allora F~! : W — V ¢ lineare.

OSSERVAZIONE. Indichiamo con Hom(V, W) lo spazio delle applicazioni lineari da V' a W, Hom
sta per omomorfismi, sinonimo nel nostro caso di applicazioni lineari. Da 1) della precedente
proposizione abbiamo che Hom(V, W) & dotato in modo naturale della struttura di spazio
vettoriale.

DEFINIZIONE 1.4. (ISOMORFISMO) Un isomorfismo ¢ un’ applicazione lineare F' : V. — W
biettiva.

Notiamo che se V' e W sono isomorfi hanno strutture algebriche indistinguibili. In parti-
colare due spazi isomorfi hanno la stessa dimensione. Esempi di isomorfismi sono dati dalle
applicazioni coordinate. Sia v = {v1,v2,...,v,} una base di V- Fv : V — K™ & isomorfismo.
La nozione di isomorfismo e chiaramente transitiva simmetrica e riflessiva. Ne segue che due
spazi di dimensione finita sono isomorfi se e solo se hanno la stessa dimensione.

Fissiamo ora V = {v1,vs,...,0,} una base di V.e W = {wy, wa,...,w,} una base di W, con
le loro applicazioni coordinate Fy, : V — K" e Fyyy : W — K™. Se F : V — W e lineare, allora
anche:

PyF(Fy) ' K" — K™
¢ lineare, e FyyF(Fy)~! = Fy4, dove la matrice A ¢ la matrice associata alla F. Indicato con
Hom(V, W) l'insieme delle applicazioni lineari da V' e W, costruiamo una base di Hom(V, W):
Fijconi=1,...,nej=1,...,m.

La matrice associata ad Fj; é:

Eij = 1= aij

o O O O
o O O O

0 . 0
Dato che le E; ; formano una base delle matrici, le F; ; sono una base di Hom(V, W) (per
la proposizione di esistenza e unicita 1.2). Si ha che dim(Hom(V, W))= nm. Si sono usate le

basi V, W per coordinare Hom(V, W). La corrispondenza F' — A & l'applicazione coordinata
relativa alla base {F; ;}i ;.

Dobbiamo ora vedere come si trasformano le matrici quando cambiano le basi di V' e di W.
Questo ¢ un cambiamento di coordinate da riscrivere col linguaggio del prodotto di matrici.
Siano V = {v1,va,...,v,} € V = {v],vh,..., v} } basi (ordinate) di V e W = {wy,wa, ..., Wn}
e W = {wi,wh,...,w,} di W.Sia v € V, con coordinate z rispetto a V e z’ rispetto a V’; sia
poi w = F(v), con coordinate y rispetto a W e y' rispetto a W'. Sia A la matrice associata a
F tramite V e W, e D tramite V' e W'. La A e la D sono matrici m x n per cui vale y = Az e
y = Dz’

D’altra parte, siano B la matrice di cambiamento di coordinate da V a V' e C la matrice
di cambiamento da W a W' : allora 2’ = Bz e y = Cy. Quindi Cy = ¢y = DBz, da cui
y = C~1'DBz; concludendo, A = C~'DB.

DEFINIZIONE 1.5. (MATRICI EQUIVALENTI) Due matrici m x n A e B si dicono equivalenti
se esistono due matrici invertibili X n xn e Y m x m tali che YAX = B.
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NoTA. A e B sono equivalenti se sono associate alla stessa funzione lineare mediante diverse
basi.

DEFINIZIONE 1.6. (OPERATORE) Un’ applicazione lineare F': V' — V si dice operatore.

Quando dim(V) & finita e V & una base di V, possiamo associare ad un operatore F una
matrice A quadrata. Se la base cambia coerentemente da V a V' nel dominio e nel codominio, la
matrice associata A si trasforma nella matrice B = C~1AC, ove C & la matrice di cambiamento
di coordinate.

DEFINIZIONE 1.7. (MATRICI SIMILI) Due matrici n x n A e B si dicono simili se esiste una
matrice invertibile n x n Y tale che Y "'AY = B.

Due matrici sono simili se e solo sono associate allo stesso operatore F': V — V mediante
cambiamenti coerenti di base.
NoOTA. Le relazioni indotte dalla similitudine e dalla equivalenza sono relazioni di equivalenza.
OSSERVAZIONE. Siano V = {v1,v9,...,v,}, W = {w1,wa, ..., wn}t e U = {ug,us,...,u} basi
ordinate rispettivamente di V,\W e U. Se ' : V — W e H : W — U sono applicazioni lineari
associate rispettivamente alle matrici A e B tramite tali basi, allora H o F' & associata a BA.
Questo rende una nuova ragione della associativita del prodotto di matrici: la composizione di
funzioni ¢ infatti associativa. Se F associata ad A & invertibile, allora F~! ¢ associata a A1,
Si noti che la funzione identita Id: V' — V & associata alla matrice I se e solo se la base nel
dominio e nel codominio ¢ la stessa.

2. Applicazioni e sottospazi vettoriali

DEFINIZIONE 2.1. (IMMAGINE E NUCLEO) Sia F': V' — W una applicazione lineare tra due
K spazi vettoriali V' e W. Definiamo i seguenti sottoinsiemi di W e V:
(1) Im(F) :={w € W t.c. v €V per cui F(v) =w};
(2) ker(F) :={v eV tc. F(v)=0p}

NoTA. ker & una abbreviazione di kernel=nucleo, quindi ker(F') ¢ il nucleo di F, mentre Im &
ovviamente abbreviazione di immagine.

PROPOSIZIONE 2.2.
(1) Im(F') ¢ sottospazio di W e ker(F') ¢ sottospazio di V;
(2) F & iniettiva <= ker(F) = {0y };
(3) F & suriettiva <= Im(F) = W.

DIMOSTRAZIONE. (1) Verifica diretta: se w,w’ € Im(F), allora F'(v) = w, F(v') = w’
per qualche copia di vettori v,v" € V; allora F(v+v') = F(v) + F(v') = w+w’, e per
ogni a € K F(av) = aF(v) = aw. Analogamente, se v,v" € ker(F), e a,a’ € K, allora
Flav+a'v') = aF(v) + ' F(v') = 0y, + Oy = Oy, cioe av + a'v’ € ker(F).

(2) Se F & iniettiva e F(v) = F(0Qy) = Oy, allora v = 0y, quindi ker(F) = {0y }. Se
viceversa ker(F') = {0/} e F(v) = F(w), allora F(v — w) = Oy, dunque v — w = 0y,
ev=uw.

O

OSSERVAZIONE. la parte 2) & tipica degli omomorfismi di gruppo (non si usa la struttura del
prodotto scalare per vettore).

Se A ¢ una matrice, si pone ker(A) = ker(F4) e Im(A) =Im(F4). Si noti che ker(A4) &
esattamente lo spazio delle soluzioni del sistema lineare Az = 0, mentre Im(A) & lo spazio
generato dalle colonne di A.
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TEOREMA 2.3. (DELLE DIMENSIONI) Sia F': V' — W una applicazione lineare tra due K
spazi vettoriali V' e W. Se dim(V) = n < 400, allora:

n = dim(Im(F)) 4+ dim(ker(F)).

DIMOSTRAZIONE. Sia {u1,us,...,u;} una base di ker(F) e {uy, ua, ..., ug, 01,02, ..., U}
una base completata di V. Posto w; = F(v;), vediamo che {wq,ws,...,w,_k} € una base di
Im(F).

(1) s.g.: prendiamo w in Im(F), w = F(v) con v = Zle a;u; + Z?;lk bjv; = u+
Z;:lk b;jv;, con u € ker(F); allora w = F(v) = Z;L;lk biF(v;) = Z;:lk bjw;;

(2) li.: supponiamo che Z;:lk cjw; = Oy ; allora F(Z;:lk cjw;) = 0. Da questo se-
gue che v = Z;L:_Ik cjw; € ker(F); ma allora v = Y.F | d;u;, e quindi Z?:_Ik cjwj +

Zf;l(—di)ui = Oy; si ottiene che ¢; = 0 per ogni i.

O

Avrete certamente notato il parallelismo con la dimostrazione dell’analogo teorema nel caso
dello spazio quoziente. La cosa non & casuale: consideriamo il quoziente V/ker(F) e definiamo
f:V/ker(F) — Im(F) nel seguente modo:

f(]) = F(v).
La f & ben definita; infatti v = v (cioe [v] = [v']) se e solo se (v — v’) € ker(F), ma allora
Oy = F(v—2")=F(v) — F(v'), dunque F(v) = F(v').
TEOREMA 2.4. (DI OMOMORFISMO) f : V/ker(F) € Im(F') & un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo Im(f) =Im(F): f ¢ suriettiva; se f([v]) = F(v) = Oy, allora
v € ker(F), cioe [v] = [0y] : f ¢ iniettiva. O

OSSERVAZIONE. Si noti la struttura di una applicazione lineare F' : V — W; definiamo il
quoziente (suriettivo) ¢ : V' — V/ker(F'), 'isomorfismo f : V/ker(F) — Im(F'), e I'inclusione
(iniettiva) ¢ :Im(F') — W :siha FF=io fogq.

Veniamo ad alcune importanti conseguenze del teorema delle dimensioni:

COROLLARIO 2.5. Sia F': V — W una applicazione lineare tra spazi di dimensione finita.
Se F & suriettiva, allora dim(V) > dim(W); se F & iniettiva, allora dim(V) < dim(W). Se
dim (V') =dim(W), allora F' & iniettiva se e solo se & suriettiva.

Se A & una matrice, dim(Im(A))= r(A). Il teorema diventa:
COROLLARIO 2.6. Sia A una matrice m x n, allora r(A)+dim(ker(A4) = m.

COROLLARIO 2.7. Sia A una matrice quadrata n X n, allora sono equivalenti:
(1) A & invertibile;
(2) ker(4) ={0};
(3) r(A) =n;

(4) le colonne (le righe) di A formano una base di K™.

ESERCIZI: (vero o falso)
(1) AB invertibile = A invertibile;
(2) A e B invertibili = AB invertibile;
(3) se A non & invertibile, AB puo essere invertibile;
(4) AB=1=>BA=1,
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(5) AB=1eCA=1] = C = B;
(6) AB=D e CA= D, con D invertibile = C = B;
(7) AB=0=r(A) +r(B) > n.

Concludiamo questo paragrafo con la seguente:

PROPOSIZIONE 2.8. (MATRICI EQUIVALENTI E RANGO) Due matrici m x n A e B sono
equivalenti se e solo se r(A) = r(B).

DIMOSTRAZIONE. Sia Fy4 : K™ — K™; A rappresenta I'4 rispetto alle basi standard.
Costruiamo delle basi opportune: sia {vq,vs,...,v;} una base di ker(F4) che completiamo ad
una base di K™ con 1, ... u,—g; riordinando, abbiamo V = {uq, ..., up—_k, v1,v2,. .., v }. Dalla
dimostrazione del teorema delle dimensioni {w; = Fa(u1),...,wp—r = Fa(un—k)} & una base
di Im(F'), completiamola ad una base di K™ W = {w1, wa, ..., wy,}. La matrice associata a F

tramite V e W é:
1y, Ok, m—k
Ck) = ’ .
(k) (On—k,k On—k,m—k>

Le matrici A e C(k) sono equivalenti, quindi ogni matrice di rango k ¢ equivalente a C(k).
Viceversa, se A e B sono associate ad F, allora r(A) =dim(Im(F'))= r(B). O

NOTA. Due matrici simili sono equivalenti e hanno lo stesso rango, ma il viceversa non & vero.
La matrice identita, per esempio, € simile solo a se stessa.

3. Problemi lineari e sistemi lineari

Un problema si dice problema lineare che richiede di trovare le soluzione dell’equazione,
cioe i valori delle z, di

(3.1) F(z) =1,

dove F' : V. — W & una applicazione lineare tra due K spazi vettoriali V e W. Si noti che
tale problema ha soluzione se e solo se b € Im(F’). Le soluzioni dei problemi lineari hanno una
struttura particolarmente semplice. Introduciamo il problema lineare omogeneo associato:

(3.2) F(z)=0.
Le soluzioni di (3.2) sono gli elementi del nucleo di F. Se y e z sono due soluzioni di (3.1), allora
m = z —y ¢ soluzione del problema omogeneo (infatti F'(m) = F(z) — F(y) = 0). Viceversa, se
z risolve (3.1) e m risolve (3.2), allora F(z + m) = F(z) = b. Quindi:
(1) Tl problema (3.1) & risolubile se e solo se b € ITm(F).
(2) Se (3.1) e risolubile, e z & una soluzione, tutte e sole le soluzioni hanno la forma z+m
dove m € ker(F), ovvero m risolve (3.2). L’ insieme delle soluzioni & la classe di
equivalenza m + ker(F') = [m], [m] € V/ker(F).
Se la F' & associata alla matrice A, cioe F' = F4, abbiamo il sistema lineare Az = b. Si introduce
la matrice A* := (A, b) aggiungendo alla A la colonna dei termini noti.

TEOREMA 3.1. (DI ROUCHE-CAPELLI)

(1) Az = b ha soluzioni se e solo se r(A*) = r(A).
(2) Se v ¢ una soluzione, allora 'insieme delle soluzioni & della forma v + ker(A), con
dim(ker(A4)) = n—rango(A).

OSSERVAZIONE. Quando V e W hanno dimensione finita, una scelta delle basi trasforma i
problemi lineari in sistemi lineari.
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4. Spazio Duale e Coordinate

Lo spazio duale di un K spazio V' & per definizione V* :=Hom(V, K). Supponiamo che
dim(V) = n < +oo; sia V = {vy1,v2,...,v,} una base ordinata di V. Ogni vettore v di V si
scrive in maniera unica come combinazione lineare dei vettori della base:

v =a1(v)vy + az(V)vy + -+ + an(v)vy.

La i-esima coordinata di v rispetto alla base V & a;(v). Definiamo Papplicazione lineare (i-esima
coordinata) A; : V — K come:

Ai(v) = a;(v).
NoOTA. Le coordinate sono elementi di V*. Abbiamo: A;(v;) =0se i # j, e A;(v;) = 1.

PROPOSIZIONE 4.1. (BASE DUALE) I vettori di V* Ay, A,, ..., A, formano una base di V*.
V* ={A;,As,..., A, } & detta la base duale di V.
DIMOSTRAZIONE. (1) Li: sia > ; a;A; = 0, dove 0(v) = 0 per ogni v; allora, per

ogni j, (3°1, a;A;)(vj) = 0, ovvero a; = 0;

(2) s.g.: data f in V*, sia f(v;) = b;; ora, posto g = f — (31—, biA;), si ha g(v))
flv;) = (i, biA;)(v;) = bj —b; = 0, dunque per ogni v = Y1, ¢;v;, g(v)
S cig(v;) = 0; segue g = 0, quindi f = 37" b A,

O

Sia F' : V — W una applicazione lineare, e f : W — K un elemento di W*; allora la
composizione f o F: V — K appartiene a V*. Definiamo F* : W* — V* come F*(f) = fo F.
La dimostrazione che F* & lineare ¢ lasciata alla cura del lettore.

Veniamo al caso finito dimensionale. Siano V = {wvy,vs,...,v,} una base di Ve W =
{wy,ws, ..., wy,} una base di W. Siano V* = {A;,As,..., A} e W = {B1,Bs,...,B,,} le
basi di V* e W* duali di V e w. Se

ail a2 ... Qin
A= (aij) _ a1 a2 . aon
Am1 Am2 ... Amn,
¢ la matrice associata ad F': F(v;) = aq,w1 + -+ + aj,w; + -+ + QW perogni i =1,...,n.

Se X = (z;;) & la matrice associata ad F™* tramite le basi duali si ha:

F*(Bj) = Q]‘lel —|— e + xiin —+ - —|— xnjAn-
Per calcolare le zj; calcoliamo F™*(B;) sulle v;:

FX(Bj)(vi) = w15 A1 (i) + -+ + @ij Ai(vi) + -+ 4 Znj An(vi) = 235
D’altra parte dalla definizione di mappa duale
zij = F*(Bj)(vi) = B;j(F(vi)) = Bj(arwy + - + ajiw; + -+ + Gmiwm) = a3

CONCLUSIONE: Se A ¢ la matrice associata ad F' attraverso le basi V e W la matrice associata
ad F* mediante le basi V* e W* ¢ la trasposta, ‘A, di A.
EsErcizio: Siano F': V — W, G : W — U lineari e H = Go F : V o U la composizione, siano
F*-W* > V* G :U"—>W*e H : U* - V*. Allora H* = F* o G*. Se Id:V — V, allora
(Id)* =Id:V* — V*.
OSSERVAZIONE: Passando alle matrici associate abbiamo '(AB) = !B 'A. Regola che co-
noscevamo. Se dim(V) = n allora dim(V*) = n e quindi i due spazi sono isomorfi. Se
V = {v1,v2,...,0,} & una base di V, e V* = {4, A, %, A} la base duale, possiamo porre
F(v;) = A; ed estendere la F per linearita. Tale isomorfismo non ¢ in generale canonico, per
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esempio non esiste una base naturale nel caso geometrico. Il riflesso di questa non-canonicita
viene dal fatto che non vi ¢ un modo naturale di trasformare una applicazione lineare F:V W
ad una applicazione G:V* W*. Abbiamo visto infatti che nella dualizzazione naturale F*:W*
V* le frecce sono invertite.

EsErcizio: (difficile) Sia P lo spazio dei polinomi reali; P* & isomorfo a P?

La seguente proposizione calcola i sottospazi ker(F*) e Im(F™*) :

PRrROPOSIZIONE 4.2. Sia F': V — W lineare, e F* : W* — V* lasua duale. Sia f : W — K
un elemento di W*, e g : V — K un elemento di V*. Allora:

(1)
(2)

f € ker(F*) se e solo se Im(F) C ker(f);
g € Im(F™) se e solo se ker(F) C ker(g).

DIMOSTRAZIONE. (1) Ovvio: 0= F*(f) = fo F seesolose f(F(v)) =0 per ogni v,

(2)

cioé se e solo se Im(F') C ker(f).

Sia g = F*(f) = f o F; allora g(v) = f(F(v)), quindi se F(v) =0 si ha g(v) = 0.
Viceversa, se ker(F') C ker(g), dobbiamo costruire una f tale che g = f o F. Comin-
ciamo a definire la f su Im(F') : se w € Im(F') e F(v) = w poniamo f(w) = g(v).
Se v/ & un altro elemento di V tale che F(v') = w, allora F(v — ') = 0 e quindi
v —v" € ker(F) C ker(g); segue che g(v —v") = 0, cioe g(v) = g(v'). Quindi la defini-
zione di f su Im(F') & ben data.

Ora dobbiamo estendere f a W. Per la nostra dimostrazione ¢ irrilevante sapere come
questa estensione si effettui. Infatti nella composizione F*(f) = f o F, la f pesca
valori in Im(F') con totale disinteresse a quello che succede fuori dall’immagine. Pero
dobbiamo provare che una tale estensione & possibile. Poniamo U =Im(F’). Proviamo
ora il seguente:

LEMMA 4.3. Sia f: U — K lineare, con U sottospazio di W. Allora esiste una
applicazione lineare h : W — K tale che h;y = f.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. Il caso in cui W ¢ finito dimensionale ¢ semplice:
si estende una base {u1,...,ux} di U a una di W : {uq,...,uk, w1,...,Wy_g}. Si
pone allora h(u;) := f(u;), e (per esempio) h(w;) = 0. Si estende per linearita.
Trattiamo (per scopi didattici) il caso dim(W) = +o0, per questo si ricorre al Lemma
di Zorn. Si considerino tutte le coppie (N, k) dove N & un sottospazio di W che contiene
U,ek: N — K ¢ una applicazione lineare tale che kjyy = h. Sia S l'insieme di tali
coppie. In S abbiamo un ordinamento parziale: (N,k) < (L,p) se N C L e pj, = k.
Il Lemma di Zorn ci dice che esiste un elemento massimale (M, h). Questo significa
che se (M, h) < (L,p) allora L = M e (ovviamente) p = h. Se possiamo provare che
M = W, la funzione h risolve il nostro problema. Supponiamo (per assurdo) di no,
e cioé che esista v € W, v € M. Vogliamo provare che M non ¢ massimale. Sia A il
sottospazio generato da v, cioe A = {av,a € K}. Ponlamo M' = M + A= M & A.
Per costruzione M’ contiene M e ogni elemento di w di M’ si scrive in modo unico
nella forma: w = m + av con m € M. Definiamo ' : M’ — K, h(w) = h(m).
Dunque h'(A) = {0}, e hf v = h; A’ & una applicazione lineare. Per costruzione
(M,h) < (M’ 1), con M’ # M, in contraddizione con la massimalita di (M, h). O

Dal lemma segue la tesi.
O

COROLLARIO 4.4. Nel caso finito dimensionale, dim(Im(F))=dim(Im(F*)), quindi F* &
suriettiva (iniettiva) se e solo se F & iniettiva (suriettiva). Se A ¢ una matrice r(A4) = r(‘4).
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo F' : V — W suriettiva. Dalla proposizione si ha F*
iniettiva. Quindi dim(Im(F))=dim(W)=dim(ker(F*))+dim(Im(F*))= dim(Im(F™)).

Nel caso generale poniamo U =Im(F) e F' : V — U lapplicazione indotta dalla F, cioe
F(v) = F'(v). Ovviamente ker(F) = ker(F’) (F' = F con restrizione di codominio). Dalla
seconda parte della (?777773.4.277777) abbiamo Im(F*) =Im((F”)*) e quindi:

dim( Im (F)) = dim( Im (F')*) = dim(U) = dim( Im (F)).
O

TENTAZIONE: iterare la dualitd. Consideriamo il biduale di V' : (V*)*. Un elemento di (V*)* &
un funzionale, cioé una funzione sulle funzioni. Se v € V ¢ fissato, possiamo calcolare tutte le
funzioni lineari di V* su v. Definiamo:

b V= K, iy(f) = f(v).

Sihai,(f+9) = (f+9)(v) = f(v) + g(v) =i (f) + iu(g) iv(lg)=(1g)(v)=lg(v)= liv(g) Quindi
iy : V¥ — K & lineare: i, € (V*)*. Analogamente si verifica che i,y = Gy + Gy € Gry = Aip per
ogni v,w € V e A € K. Abbiamo definito una applicazione lineare naturale:

i V= (VN i(v) = iy.

Tale funzione ¢ iniettiva: se i(v) = i, € lo zero di (V*)*, significa che i,(f) = f(v) = 0 per ogni
f:V — K lineare, quindi v = 0. Se v non fosse zero esisterebbe infatti f : V' — K lineare tale
che f(v) =1#0. Se dim(V) = n < 400, questo si mostra completando {v} ad una base di V;

se dim(V) = n < +o00, abbiamo dim(V) =dim(V*) =dim((V*)*) = n, quindi i : V — (V*)* &
biettiva. Abbiamo cosi dimostrato la seguente:

PROPOSIZIONE 4.5. L’ applicazione naturale i : V. — (V*)*, definita da i(v) := iv, dove

w(f) := f(v), & iniettiva; in particolare, se dim(V') = n < 400, ¢ un isomorfismo.

COROLLARIO 4.6. Sia F': V — W una applicazione lineare tra spazi di dimensione finita.
Identificando (V*)* con V e (W*)* con W, si ha (F*)* = F.

5. Applicazioni multilineari (definizioni)

Concludiamo questo capitolo con una generalizzazione della definizione di applicazione li-
neare. Tali nozioni saranno riprese nel seguito.
Siano Vi,...,Vs e W K spazi vettoriali; considereremo delle applicazioni:

fVix - xVyg—W.

DEFINIZIONE 5.1. (APPLICAZIONE MULTILINEARE) La funzione f si dice multilineare se
comunque fissati vy € Vi,...,v;—1 € Vi_1,vi41 € Viq1,...,vs € Vi, I'applicazione f; : V; — W
definita da:

fl(l‘) = f(vl, ey U1, T, V541, - - - ,’Us)
¢ lineare, cioé & lineare componente per componente, ovvero se dati comunque v;, w; € V;, e
Ai i € K, i=1,...,n, allora:
Flor, ooy Ao + pwi, .o vs) = Nif (01,0 05,00 0s) F i f (1, Wi e Us).

DEFINIZIONE 5.2. (FORMA MULTILINEARE) Quando W = K, una applicazione multilineare
f:Vi x--- xVy — K si dice forma multilineare. Nel caso s = 2, si dice forma bilineare.
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NoTA. Quando s = 1, una applicazione multilineare & semplicemente una applicazione lineare.
Quando s = 2, la bilinearita di f: V x W — K si esprime come:

F(A1v1 + Aava, piwy + pows)

= Apa f (v, wi) + Arpe f (v, w2) + Aopa f (v, wi) + Aopa f (vi, w2).
ESEMPI: (APPLICAZIONI BILINEARI)
(1) Sia A una matrice m X n; fa : K" x K™ — K definita da fa(z,y) :='zAy.
(2) Sia K = R; g : R® x R® — R definita da g((z1,22,...,2Zn), (¥1,Y2,-.-,Yn)) =
S xiy; (prodotto scalare standard.)
(3) Dati Ve V*, k: V* x V € K definita da k(f,v) := f(v).

DEFINIZIONE 5.3. Sia V; = --- =V, = V. Una forma f:V...VK multilineare si dice: simme-
trica se per ogni i e j, ijj f( ...,vi ,... ,vj,...)=f( ..., vj ,... ,vi,...). alternante (antisimmetrica se
s=2)f(...;v i, Vi) =1(...;v],eo Vi),

OsSERVAZIONE. Nell’esempio 1) f4 & simmetrica (antisimmetrica) se e solo se A ="A(A = —4),
cioe A & simmetrica (antisimmetrica). Il prodotto scalare dell’esempio 2) & una forma simmetrica
ed e eguale a f7.

Se f & alternante e il campo non ¢ di caratteristica 2, f(...,v,...,v,...) = 0. Viceversa se
f & multilineare e f(...,v,...,v,...) =0 per ogni v, allora 0 = f(...,v;+vj,...,v;+v;,...) =
f(...,’l}i,...,Ui,...)—f—f(...,1}1‘,...,Uj,...)+f(...,’Uj,...,Ui,...)—i-f(...,’l)j,...,’Uj,...) =0+
fl.vi,v, )+ f(0o v, 00,00 ) + 0, dunque

f(...,vi,...,vj,...) = —f(...,Uj,...,’Ui,...),

ed f & alternante.
Puo convenire usare la condizione f(...,v,...,v,...) = 0 per definire lalternanza nel caso
multilineare. Notiamo che rispetto alla prima definizione ogni forma in caratteristica due &
banalmente alternante, quindi la seconda condizione ha il pregio di funzionare in ogni caratte-
ristica.
Le forme alternanti sono a prima vista bizzarre, vedremo pero nel prossimo capitolo come una
di esse sia in un certo senso nel cuore di tutta la teoria.



CAPITOLO 4

Determinanti

1. Definizione induttiva

In questo paragrafo fino a diverso avviso tratteremo matrici quadrate di ordine n su un
campo K. Lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine n su K sara indicato con M(n, k),
inoltre M(1, K) si identifica con K, e la matrice A = (a) di ordine 1 si identifica con il suo
determinante; poniamo cioe

det(A4) = a.

. . a a .
Passando alle matrici di ordine 2, se A = (all a12> , definiamo
21 @22

det(A) = aj1a22 — a2a21.
Indicando con det(A) il determinante di A, abbiamo costruito una funzione
det : M(2,K) — K.

Per apprezzarne 'importanza, notiamo che det(A) # 0 se e solo se il rango di A ¢ ugua-

le a due, cioe A ¢ invertibile. Moltiplicando A per B = a22 aa12> , si ottiene AB =
—az1 11
a11022 — 612021 0 _ [det(A) 0
0 airage — aigaz1) 0 det(A) )
Allora, se det(A) # 0, la matrice MB ¢ l'inversa di 4, e quindi A ha rango 2. Se det(A4) =0,

le colonne di B soddisfano il sistema lineare A(x) = 0, ovvero sono nel nucleo di A; se A #0,
anche B #0, e allora dim(ker(A))> 0, e r(A) < 2.

Il nostro scopo € quello di definire un numero per ogni matrice quadrata che ne determini
Pinvertibilita. Abbiamo bisogno di premettere la seguente:

DEFINIZIONE 1.1. Sia A = (a;;) una matrice nxn; si denotera A;; la matrice (n—1)x (n—1)
ottenuta dalla matrice A cancellando la i-esima riga e la j-esima colonna.

Per induzione noi sappiamo calcolare i determinanti delle varie A;;.

DEFINIZIONE 1.2. (DETERMINANTE) Se n =1 e A = (a), si pone det(A) = a; se n > 1 si
pone:

n
det(A) =Y (1) ay; det(Ar;) = ayy det(Arr) — aradet(Ar) + -+ + (—1)"ay, det(Ayy,).
j=1
det(A) & per definizione il determinante di A.
Si noti che la definizione ¢ in accordo con la precedente nel caso n = 2.

29
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ESEMPI:

(1) Caso di matrici di ordine 3:

ail aiz2 ais
A= lan azx ax
a31 Q32 a33

Risulta:
det(A) = ail det(All) — 12 det(Alg) + a3 det(Alg)

= a11(axass — assasz) — aiz(aziass — azzasi) + aiz(aziase — agas:).

(2) Esempio numerico: sia K = C, il campo dei numeri complessi (i> = —1);
1 0 0 244
10 0 O 1
A= 1 0 2 7
1 20 0 1
Allora
0 0 4 100 0 0
det(A)=det [0 2 7] —(2+i)det|{ 1 0 2
2 0 1 1 2¢ 0

. 0 2 . 0 2
= idet (22. O)—(Z—!—z)lOdet (21. 0)

= i(—4i) — (2 4 )10(—47) = —36 + 80i.

(3) Caso in cui A ¢ triangolare bassa:

a1 0 0

_laiz ax O 0

A= .. 0
A1n Apn

Si ha:
det(A) = a11a92 . . . Gpn.
In particolare:
det(I) = 1.

2. Proprieta del determinante

Il determinante definisce, per ogni intero positivo n, una funzione
det : M(n,K) — K.

Studieremo le proprieta della funzione determinante che, tra ’altro, aiutano il calcolo esplicito.
La prima osservazione e che il determinante e funzione polinomiale dei coefficienti. Inoltre
abbiamo gia visto la

NORMALIZZAZIONE: det(I) = 1.

Pensando alle matrici A come ad n-ple ordinate di vettori colonna, cioe A = (v1,...,v;,...,Up),
vale la seguente
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PROPOSIZIONE 2.1. ((MULTI)LINEARITA PER COLONNE) Per ogni i :
det(vy,...,v; + Wiy ..., vn) =det(vy, ..., 5. .., 0n) +det(vr, ..., Wi, 0p)
det(vy,...,av;,...,v,) = adet(vy,...,v;,...,05).

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo procedere per induzione, essendo il caso n = 1 evidente. Fis-
siamo n — 1 vettori vy,...,v;—1,V;41,...,0, € costruiamo 'applicazione f : K™ — K, definita
da

f@ri, @iy ..o xpi) = det(vr, ..., V-1, T, Vig1, ..., Uy) = det(A(z))

a1 T4 A1n T4 a1k
= det aj1 e Tji . Ajn y dove x = Tjg , Vg = ik
an1 .o Tni .- Apn Tni Ank

Dobbiamo provare la linearita di f :

det(A(z)) = Y arg det(Arx(z)) + (1) oy det(Ari () = > fil@).
ki i=1
dove:
fe(z) = (=1)* 1 ay, det(Ap(z)) se k #i
fz(l') = (—1)i+1$1i det(Ah(w))
Le fr(z), k # 4, sono lineari per induzione. La matrice Ay;(z) invece non dipende da z (la

i-esima colonna non appare in Ay;(x)), allora det(Ay;(z)) = a & uno scalare che non dipende
da x; fi(z) = (=1)"*1axy; & lineare. Quindi la f & somma di funzioni lineari. O
OSSERVAZIONE. La funzione determinante non ¢ lineare: det(A + B) # det(A) + det(B) in
generale, e det(aAd) = a™ det(A).
PROPOSIZIONE 2.2. (ALTERNANZA (COLONNE))
i) Se A ha due colonne uguali allora det(A4) = 0.
ii) Per ogni coppia di indici ¢ e j con @ < j si ha:
det(...,vi,...,vj,...) = —det(...,vj,...,vi,...).
Il determinante, cioe, cambia di segno se scambiamo due colonne.

DIMOSTRAZIONE. Vediamo come dalla i) segua immediatamente la ii): si ha

0=det(...,v; +vj,...,0; +vj,...) = (per linearita) det(...,v;,...,v;,...)

+det(...,vi,...,v5,... ) +det(c.. 05, 05,.00) Fdet(cL 05,05, .00)
zdet(...,vi,...,vj,...)+det(...,vj,...,vi,...).
Quindi det(...,v;,...,v;,...) = —det(...,v;,...,v;,...). Dimostriamo la i) nel caso particola-
re di due colonne vicine: vogliamo provare che det(...,v,v,...) = 0, dove il vettore v & piazzato
nella k-esima e nella k + 1-esima colonna. Se 'ordine delle matrici ¢ due la cosa ¢ immediata
(per n = 1 la proposizione & vuota). Procedendo induttivamente, sia A = (..., v,v,...) = (a;);
abbiamo a;; = a;(x41) per ogni i. Per definizione
n
det(A) = (=1)"ay; det(Ay;).

i=1
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Si ha Ajx = Aj@ry1), mentre le Ayj con j # k e j # k+ 1 hanno due colonne uguali. Per
induzione i loro determinanti sono zero. Quindi:

det(A) = (—1)k+1a1k det(A1g) + (—1)k+2a1(k+1) det(Al(k+2)

= (1) det(Asx) (a1r — arerr) =0 (a1r = a1er1))-
Avendo provato la i), sappiamo che vale la ii) per colonne vicine. Per dimostrare la i) nel caso
generale basta notare che possiamo avvicinare le colonne mediante scambi (cambiando segno):

det(...,v,...,w,v,...)=—det(...,v,...,0,w,...).

Tterando gli scambi: det(...,v,...,v,...) = tdet(...,v,v,...) =0. O

3. Caratterizzazione del determinante

Le proprieta di linearita e alternanza per colonne e la normalizzazione det(I) = 1 determi-
nano il determinante.

DEFINIZIONE 3.1. Una funzione f : M(n, K) — K si dice multilineare per colonne se, per
ogni ¢ :
(1) f((v1,y.eosviFwiyeooyvn)) = f((01,00 500000y 00)) + f01, 00y Wiy oo, U0));
(2) fl(vry..ya0i, .. 00)) =af((V1y. oy 05y U,)).

Si dice alternante se si annulla sulle matrici aventi due colonne eguali, cioe se:
fG. v, v,...)=0.

OSSERVAZIONE. Se f e multilineare e alternante, allora, per ogni coppia di indici ¢, j con 7 < j,
si ha:

f(...,vi,...,vj,...):—f(...,vj,...,vi,...).

TEOREMA 3.2. (CARATTERIZZAZIONE DEL DETERMINANTE) Esiste ed & unica una funzione
f: M(n,K) — K multilineare per colonne e alternante, tale che f(I) = a € K. Si ha infatti
che f(A) = adet(A) = f(I)det(A).

OSSERVAZIONE. La proposizione dice che det ¢ 'unica funzione multilineare e alternante tale
che valga 1 sulla matrice identita.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI CARATTERIZZAZIONE. (1) Esistenza:
f(A) = adet(A).
(2) Unicita: Sia:

ail N ai; AT
A= a;1 Qjq <o Qyn :(vl,...,vi,...,vn),
anl .- - Apg .- Qpn
_t
dove v; =" (a1, .., Qni).

Posto v1 = aj1e1 + asi1es + ... an1e,, con e; i-esimo vettore della base canonica di
vettori colonna. Si ha, per linearita sulla prima colonna:

n
f(A) = f(a1161 + a1 +...anp1€p, V2, . .. ,’Un) = Z ajlf(ej,vg, . ,Un).
j=1
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Procedendo analogamente sulla seconda colonna, dobbiamo ora valutare i vari termini
f(ej,v2,...,v,); poiché vy = ar2e1 + agges + - - - + anzey,, si ottiene:

flej,va, ..., vn) = Zakgf(ej,ek,vg,...,vn).
k

Dunque:
f(A) = Zajlaka(eja €k, V3, .- ,Un)-
j.k
Posto j = j(1) e k = j§(2), questo diventa:

f(A) = Z aj(l),laj(Q),Zf(ej(1)7 €5(2),V3s - - 7Un>7
dove la somma & estesa a tutte le scelte di un valore per j(1) e j(2), cioé a tutte le
funzioni j : {1,2} — {1,2,...,n}. Data una tale j noi piazziamo il vettore e;(;) sulla
prima colonna e il vettore e;(,) sulla seconda. Iterando:

FIA) =D A F(ej01),€52)5€5(3)s -+ €im)-
j

Allora la f & nota se sappiamo calcolarla su matrici aventi sulle colonne solo elementi
della base canonica. Il coefficiente Ay, irrilevante per la dimostrazione, e facilmente
calcolabile come prodotto di n elementi della matrice:

(4.1) f(A) = Z(aj(l)laj(2)2 e @inyn) F(€5(1)5 €5(2)5 €5(3)5 - - -+ €ji(m))-
J
La somma in (4.1) & estesa a tutte le funzioni j : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Ad
ogni modo f(A) & nota se sappiamo calcolare i vari:
Flejay ei2), €3y, €im))-

Ora usiamo l'alternanza: se due colonne sono eguali la f vale zero.

Le espressioni f(e;(1),€;(2),€j(3)s- - -»€j(n)) non nulle sono quelle senza ripetizione di
colonne, quindi quelle dove la funzione j : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} & biettiva.
Ripetiamo che, data 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, la ricetta prescrive di piazzare il

vettore ;) sulla colonna k-esima. Mediante una serie di scambi abbiamo:

f(ej(l), €5(2),€5(3)s- > ej(n)) = :|:f(€1, €2y ..y en).

Ora, il segno pit o meno dipende soltanto dalla parita degli scambi che dobbiamo
effettuare per ritrovare 'ordinamento naturale, e quindi solo da j :

f(ej(l), €5(2)5€5(3)s - -3 €j(n)) = U(j)f(el, €o,...,en)=c()f(I)=0c(ja, oc(j)==l.

Conclusione:
F(A) =a) o(i)ajanajez - ajmm,
J
dove j varia nelle funzioni biettive da {1,2,...,n} in s¢; la f & univocamente deter-
minata.

O

Osservazione. Una funzione biettiva j sull’insieme dei primi n numeri ¢ detta una permuta-
zione. L’insieme di tali permutazioni forma un gruppo (S,). Ogni permutazione ¢ prodotto
di scambi cioe di quelle permutazioni che scambiano due elementi lasciando fissi tutti gli altri.
11 suo segno, o(j), vale 1 se j & prodotto di un numero pari di scambi e —1 se & prodotto di
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un numero dispari di scambi. Un modo per stabilire che la parita & ben definita ¢ quello di
osservare che:

() = det(ej), €j()s -+ €jm))s
dove il secondo membro dipende solo da j.

COROLLARIO 3.3. (formula del determinante) Sia A = (a;;); allora:

(42) det(A) = Z O'(j)aj(l)laj(g)g . a](n)n
JESn

4. Teorema di Binet, teorema del rango e loro conseguenze

La formula (4.2) ¢ usata in molti testi come definizione di determinante, e da essa si
deducono le varie proprieta. A mio parere essa ¢ meno trasparente della definizione induttiva
e meno utile di quando si possa immaginare. Piu importante comunque & sicuramente aver
provato che la funzione determinante & caratterizzata dalle sue proprieta: la multilinearita,
Ualternanza e la normalizzazione. Ora dedurremo da cio alcune conseguenze di fondamentale
importanza.

TEOREMA 4.1. (teorema di Binet) det(AB) = det(A) det(B) = det(BA).

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo la matrice B e definiamo fp : M(n, K) — K
fB(A) = det(BA).
Vediamo subito che f & multilineare e alternante per colonne: se A = (vq,...,;,...,0,), allora
BA = (Bwy,...,Buv;,...,Buv,). Si ha:
det(Buvy, ..., B(v; + w;), ..., Bv,) = det(Buvy,...,Bv;, ..., Bv,) + det(Bvs, ..., Bw,, ..., Bv,)

det(Bwvy, ..., Bav,,...,Bv,) = adet(Bvy, ..., Bu;, ..., Bu,),

ovvero:

(v, v+ wiy .o vp)) = fe((1, o0, svn)) + fB((01 -+ o Wiy oo 0,))

fe((v1,... avs, ..., 00)) = afp((v1y ..y 0i, . 0,)).
D’altra parte fp((...,v,...,v,...)) =det(...,Bv,...,Bv,...) = 0. Quindi fp & multilineare
alternante. Allora fp(A) = fp(I)det(A), ma fp(I) = det(IB) = det(B), quindi det(BA) =
det(B) det(A). O

COROLLARIO 4.2. (del teorema di Binet)
(1) det(A™) = det(A)™;
(2) se A & invertibile, det(A™1) = det(A)~1;
(3) se A e C sono simili, cio¢ esiste B tale che B~1AB = C, allora det(A) = det(C).

TEOREMA 4.3. (teorema del rango) Sia A € M(n, K); sono equivalenti:

(1) det(A) #0
(2) r(4) =n.

DIMOSTRAZIONE. e 1) = 2). Ser(A) < n, allora una colonna di A ¢ linearmente di-
pendente dalle altre. A meno di operare scambi di colonne sulla matrice, possiamo sup-
porre che sia la prima, ciod A = (v1,...,0;,...,0n) = (a2va+ - F+apUn,y ..., Viye vy V).
Allora det(A) = det(agva + + -+ + AnUp, U2y« ooy Viy oo, Up) = Zai det(vg, ..., vp).

i>1
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e 2) = 1). Se r(A) = n, A & invertibile ed esiste A~!; dal teorema di Binet abbiamo:
1 =det(I) = det(AA™") = det(A) det(A™1),

quindi det(A) # 0.
O

COROLLARIO 4.4. (del teorema del rango) Se A & quadrata, Az = b ha un’unica solu-

zione se e solo se det(A) # 0. Il sistema omogeneo Az = 0 ha soluzioni non banali se e solo se
det(A) = 0.

Osservazione. | determinanti sono definiti solo per matrici quadrate tuttavia sono utili per
calcolare i ranghi delle matrici non quadrate. Sia M una matrice n x m di rango r = r(M).
Una sottomatrice N di M & una matrice ottenuta da M per eliminazione di alcune righe e di
alcune colonne. Chiaramente r(N) < r(M). Una sottomatrice N di M ¢ un minore di M se N
¢ quadrata. Se r(M) = r, allora esiste un minore N di ordine e rango r.

Procedura. Si eliminano m — r colonne da M ottenendo una sottomatrice M’ n x r di M avente
rango 7; si eliminano n — r righe da M’ per trovare N r X r di rango r (si ricordi che il rango
per righe e per colonne ¢ uguale). Per la N trovata allora det(N) # 0. Quindi il rango di M ¢
eguale all’ordine massimo dei minori aventi determinanti non nulli. Calcolando i determinanti
dei minori si stabilisce il rango di ogni matrice.

EsERCIZ10: Calcolare il rango della matrice reale

1 2 a —a
M(a,b)=12 4+b b 0 |,
a 2a 0 O

al variare dei parametri reali a e b.

1 a —a
SoLUzIONE. Eliminiamo la seconda colonna: det [ 2 b 0 | = a?b. Segue che, se a e b
a 0 O
sono diversi da zero, r(M(a,b)) = 3.
1 2 0 0
Supponiamo a = 0; la matrice diventa: {2 44+b b 0|, che ha rango strettamente minore
0 0 0 0
di 3. Poiché det (; (b)) = b, abbiamo che se b # 0 il rango & 2. Se a = b =0, M(0,0) ha rango
1 : infatti tutti i minori di ordine 2 si annullano, e il rango & 1 perché M (0,0) non & nulla.
Risultato: r =3sea#0eb#0,r=2seb#0ea=0er=1sea=0eb=0. O
1 2 a
EsERrcizIO: Sia A = A(a,b) = (2 4+4+b b | ; per quali valori di a e b reali il sistema Az = v
a 2a 0
—a
conv=| 0 | ammette soluzioni?
0

Osservazione. Indichiamo con GL(n, K) il gruppo (moltiplicativo) delle matrici invertibili;
abbiamo visto che GL(n,K) = {A € M(n,K) : det(A) # 0}. Tale gruppo & comunemente
denominato come il gruppo generale lineare. 11 teorema di Binet dice che la restrizione della
funzione determinante

det : GL(n,K)) — K* := K — {0}
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& un omomorfismo di gruppi. Il nucleo di tale applicazione & il sottogruppo SL(n, K) := {A :
A e M(n,K) : det(A) =1}, detto il gruppo speciale lineare.
5. Regole di Laplace

La nostra definizione di determinante e stata di fatto una regola di Laplace. Veniamo ora
a vedere che I’ aver usato la prima riga non ¢ cosiessenziale:

TreOREMA 5.1. (I Regola di Laplace - per righe) Sia A = (a;;); allora det(A) =
Z(—l)i+jaij det(Aij) = Q;1 det(Aﬂ) — a;2 det(Aig) + -+ (—1)“‘"%“ det(Am).
j=1

DIMOSTRAZIONE. Si consideri la funzione ¢ : M(n,K) — K, definita come ¢(A) =
Z (%7] det(A”)
j=1

Con la medesima procedura del caso ¢ = 1 si ha che ¢ & multilineare e alternante per colonne.
Ora ¢(I,,) = (—1)%"det(I,,—1) = 1, quindi ¢(A) = det(A). O

Vogliamo ora dimostrare che procedere per righe o per colonne ¢ irrilevante:
PROPOSIZIONE 5.2. det(A) = det(4).

DiMOSTRAZIONE. Per gli ordini 1 e 2 la cosa € ovvia. Supponiamo n > 2 e definiamo
F:MnK)—K:
F(A) := det(4).

Chiaramente F'(I) = 1. La proposizione sara dimostrata se possiamo provare che F & multi-
lineare e alternante (per colonne). Ora, se A = (vy,...,v4,...,0,), A = | %; | . Dobbiamo

verificare che:

F((viy.e v+ wiy ..o oyvn)) = F((01, 0050500 0500)) + F((v1, -0y wiy oo, 0p))

F((v1,...,avi,...,05)) = aF((v1, -, 055, Un)),

cioe che:
fyy fy, tyy fy, tyy
det | w; +tw; | =det | w; | +det | w; | ; det | fav; | = adet | W,
1 1 - 1 1 b) K - 1 b)
n, oy, U, "y, U,
e che:
ty
F(( SV, ., ..)):det =0
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Si tratta cioe di verificare che il determinante & multilineare e alternante per righe. Cominciamo
con la multilinearita. Dalla formula:

det(A) = Zn:(—l)jHGU‘ det(Aq;)

j=1

segue subito, per induzione, la multilinearita per tutte le righe diverse dalla prima. Per la prima
definiamo:

“ee “ee “ee “ee “e n
g(x1,...,zn) =det | aj1 ... aj ... ajp | = Z(—l)Hlxj det(A;).
cee . j=1
an1 ... Qng - Ann

La g & lineare essendo un polinomio omogeneo di primo grado nelle x;. Dobbiamo ora verificare
lalternanza per righe: supponiamo che A abbia due righe uguali. Se nessuna di tali righe ¢
la prima riga di A, allora le A;; hanno due righe uguali e quindi i det(A;;) sono tutti 0 per

induzione:
n

det(A) = Z(—l)j+1a1j det(Alj) =0.
j=1
Pero n > 2, e utilizzando la prima di regola di Laplace, possiamo sviluppare il determinante per
una riga distinta dalle due righe in questione. Il precedente ragionamento prova che det(A) =
0. O

Abbiamo la possibilita di sviluppare il determinante per colonne. Vale allora la seguente:
I REGOLA DI LAPLACE - PER COLONNE:

n

det(A) =) "(=1)"a;; det(Ay;).

Jj=1

Veniamo ora alla seconda regola di Laplace; consideriamo la matrice

a;1 N (077 SN 057
A =

aj1 e Ajk e Ajn

Costruiamo ora B sostituendo alla i-esima riga di A la j-esima, lasciando tutto il resto inalterato.

Avendo B due righe eguali, il suo determinante si annulla.
Se sviluppiamo il determinante di B secondo la i-esima riga, abbiamo:

0="> (~1)"*a; det(B),
k=1

ma B;; = A;i. Quindi vale la seguente:
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II REGOLA DI LAPLACE:

n
Z(—l)”kajk det(A;x) =0 se i #j.
k=1
Lasciando al lettore il compito di riscrivere le regole di Laplace per colonne, ricapitoliamo:
REGOLE DI LAPLACE:

L Z(—l)i + ka;i det(Azx) = det(A);
k=1

IL ) (—1)i + kagy, det(Az) = 0 se i # j.
k=1

Possiamo riorganizzare tali relazioni come segue: si costruisca la matrice L = (\;;), ove
)\ij = (—I)H_j det(Aij).
Tutte le regole di Laplace si riscrivono come:

LA = AL = det(A)L

Come conseguenza vediamo ancora che se det(A) # 0 allora A & invertibile, infatti A=! =

1 (—1) det(A;;)

L. Ovvero A™! = (¢;;), dove ¢;; = ————— "7

det(A) (i) " det(A)
OSSERVAZIONE. Tale formula & molto importante teoricamente. Per esempio implica che i coef-
ficienti ¢;; della matrice inversa sono funzioni razionali (quozienti di polinomi) nei coefficienti

della matrice da invertire. E invece meno utile nelle applicazioni numeriche. Per usare la regola
di Laplace bisogna calcolare n? determinanti. Ogni determinante necessita di una somma di
(n — 1)! termini, ognuno dei quali con n — 1 prodotti. Per calcolare 'inversa & pili conveniente,
dal punto di vista del costo macchina, risolvere gli n sistemi lineari che vengono dall’equa-
zione AX =I mediante il metodo di eliminazione. Per convincersi di questo basta invertire
manualmente con i due metodi la matrice

A=

O = ==
O~ N
— == O
— =N



CAPITOLO 5

Operatori

Incominciamo uno studio dettagliato degli operatori. I piti semplici da trattare sono sicu-
ramente i multipli dell’identita, gli operatori scalari. La loro azione sullo spazio vettoriale ¢ la
moltiplicazione per uno scalare; nel caso geometrico sono le dilatazioni. Per capire il funziona-
mento di un operatore f : V — V & fondamentale determinare quelle direzioni (sottospazi) su
cui 'azione di f e scalare, cioe € la moltiplicazione per uno scalare.

1. Autovalori e autovettori

DEFINIZIONE 1.1. (AUTOVALORE) Siano V un K spazio vettoriale e f : V' — V un operatore
K lineare. Uno scalare A € K si dice autovalore di f se esiste un vettore v € V, v # 0, tale che:

f(v) = M.

Osservazione. Il fatto che v sia non nullo € cruciale, altrimenti ogni scalare sarebbe autovalore
e la definizione precedente sarebbe inutile.

DEFINIZIONE 1.2. (AUTOVETTORE) Siano f : V — V un operatore e A € K un autovalore
di f. Un vettore v € V si dice autovettore di f associato a A (A-autovettore) se f(v) = Av. Il
sottospazio V() :={v € V' : f(v) = M} = ker(f — Aid) & l'autospazio di f relativo a A.

Nel caso di matrici quadrate n X n possiamo ripetere le definizioni:

DEFINIZIONE 1.3. Uno scalare A € K si dice autovalore di A € M(n, K) se esiste v € K",
v # 0, tale Av = Av (v come colonna). Un elemento v di K™ & un A-autovettore di A se
Av = v, e V(A) :={v e K" : Av = v} & il Md-autospazio di A.

Osservazione. Dovrebbe essere chiaro che v € K™ ¢ un A-autovettore di A € M(n, K) se e
solo se v & un A-autovettore dell’operatore F4 : K™ — K™ associato ad A. In particolare due
matrici simili hanno gli stessi autovalori. La possibilita di passare dal linguaggio delle matrici
a quello degli operatori e di grande utilita.

2. Calcolo di autovalori: il polinomio caratteristico

Veniamo al calcolo degli autovalori di una matrice A di ordine n. Dobbiamo stabilire gli
scalari « per cui vi sono soluzioni non nulle di:

(5.1) Av—zv=(A—zl)v=0.

Il sistema lineare omogeneo (5.1) dipende dal parametro = ed ha soluzioni non banali se e
solo se il rango di A — xI non ¢ n. Questo avviene se e solo se:

(5.2) p(z) = det(A —xl) =0.

39
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La (5.2) e 'equazione caratteristica. Analizziamone la struttura; se A = (a;;) :

((111 — x) N ai; e A1n,
p(z) = det a1 v (ag—2x) .. Qin
an1 .. QAni .o (aln — .’13)

Posto A(xz) = A — «1, sviluppando il determinante come
(5.3) p(x) = (a11 — x) det(A1(x)) + Z(—l)“‘lali det(Aq;(z)),
i=2

si ottiene induttivamente che p(z) ¢ un polinomio di grado n in z, il polinomio caratteristico di
A. Scriviamo:

p(z) = ana"™ + ap_12" " 4+ 4 arz + ag.
Si ha ag = p(0) = det(A —0I) = det(A). Nello sviluppo (5.3) le matrici Ay;(x) con ¢ > 1 hanno
solo n — 2 colonne contenenti 'incognita x :

a21 (a2 —x) ... a2(i—1) A2(i41) e QA2n
aG—1y1  Gi-n2 - (GG—1)@-1) — ) A(i—1)(i+1) cee G-
Ayi(z) =] an a2 ai(i—1) ai(i41) Ain
a@rnl A2 - A(it1)(i—1) (aG+1)G+1) =) -0 Gitin
an1 An2 ce QAn(i—1) An(i41) cee (ann - {,C)

(nell’esempio 2 < 7 < mn). Allora i loro determinanti sono polinomi nella z di grado al pitt n — 2,
quindi:
p(z) = (an — z) det(An (2)) + q(x),  deglq) <n—1.
Lavorando nello stesso modo sul determinante di Ay, (z) = A1 — 2I,—1 abbiamo:
p(z) = (a11 — x)(aze — ) det(Ba(x)) + s(x).
Il grado di s(z) € minore di n — 1 e By(z) ¢ ottenuta da A eliminando le prime due righe e le
prime due colonne. Iterando:

p(x) = (a11 — z)(age — ) ... (apn — x) + r(x), deg(r) <n-—1.
I coefficienti di p di grado n e n — 1 sono: a, = (—1)", ap_1 = (—=1)" (a1 +ase + -+ ann)-
DEFINIZIONE 2.1. (traccia) La somma degli elementi della diagonale principale si chiama
traccia di A; si pone: tr(A) = ay1 + age + - + anp-
Ricapitolando, abbiamo visto:

ProroOSIZIONE 2.2. Gli scalari A € K sono autovalori di A se e solo se sono radici del
polinomio caratteristico p(x) = det(A — zI). Tale polinomio ha grado n, e si ha:
p(x) = (=1)"z" + (=1)""Htr(A)z""' + - + det(A)
= (=D)"(@" —tr(A)z" "+ (=1)" det(A)).
Osservazione. Se n = 2, p(z) = 22 —tr(A)x + det(A).
Il calcolo degli autovalori si riconduce alla determinazione delle radici del polinomio ca-
ratteristico, un problema non lineare, anche dal punto di vista computazionale, pit insidioso

di quanto si possa credere. Il calcolo di autospazi equivale alla risoluzioni di sistemi lineari
omogenei. La seguente proposizione mostra la natura operatoriale del polinomio caratteristico:
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PROPOSIZIONE 2.3. Due matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteristico.

DIMOSTRAZIONE. Siano A e C' due matrici aventi polinomi caratteristici rispettivamente
pa(xz) = det(A — zI) e po(x) = det(C — zI). Se A e C sono simili, allora esiste B tale che
A = B71CB, dunque pa(z) = det(B~'CB — zI) = det(B~}(C — 2I)B) = det(B~1) det(C —
xl) det(B) = det(B~!) det(B) det(C — xI) = det(C — 2I) = po(z).

(A voler essere pignoli dovremmo aggiungere che si sono calcolati i determinanti in K (x),
il campo delle funzioni razionali di K). O

EsERcIZ10: Calcolare autovalori e autovettori di:

2 1 0 4

4 2\ (0 -1\ [-1 10 0 -2
(T E GOy B P
2 1 0 4

ESERCIZIO: Provare che la funzione traccia tr: M(n, K) — K ¢ lineare, che tr(A4) =tr(‘4), e che
per ogni A e B si ha tr(AB) = tr(BA).
Esgercizi: Indichiamo con p4 () il polinomio caratteristico di una matrice A.
(1) Calcolare p;(z).
(2) Calcolare il polinomio caratteristico e gli autovalori di una matrice triangolare.
(3) Quando 0 ¢ autovalore di A?
(4) Qual ¢ il legame tra pa(x) € payer(z)?
EsERrcC1z10: Dimostrare che pap(xz) = pga(z).

SOLUZIONE. Se B (o A) ¢ invertibile allora B(AB)B~! = BA, quindi AB & simile a BA.
Se perd A e B non sono invertibili non ¢ detto che AB sia simile a BA.

Se per esempio A = (8 é) e <8 (1)) , allora AB = A e BA =0, che non simili perché hanno
ranghi diversi. Si noti nell’esempio che i polinomi caratteristici sono eguali.

Si puo utilizzare un metodo perturbativo: l'idea intuitiva & quella di deformare B e renderla
invertibile. Si considerino le matrici B(y) = B—yl, y € K, invertibili per ogni y € K che non sia
autovalore di B. Se assumiamo K infinito (altrimenti immergiamo K in un campo infinito, per
esempio il campo delle funzioni razionali), tale condizione & verificata per infiniti valori. Quando
B(y) ¢ invertibile, pap(y)(z) = pp(y)a(x), ovvero det(AB —yA —xI) = det(BA —yA —xI). Sia
xo € K, e si pongano P(y) = det(AB — yA — xol) e Q(y) = det(BA — yA — 2¢I). Ora Q e P
sono polinomi, e Q(y) = P(y) per infiniti valori di y : allora @ = P, cio¢ det(AB —yA —xol) =
det(BA — yA — xol) per ogni y. Posto y = 0, si ha:

det(AB — zol) = det(BA — xol).

La condizione vale per ogni zg, quindi pap(z) = ppa(x).
Notate che, se K = R, dalle identita det(AB — yA — aI) = det(BA — yA — «I) per y # 0, in
un intorno dello zero si ottiene:

pap(x) = lir% det(AB —yA — xl) = limy_odet(BA — yA — zI) = ppa(x)
y—)
per continuita della funzione determinante. O

DEFINIZIONE 2.4. (spettro) Il sottoinsieme di K
o(f):={r e K : f— Xid non & invertibile}

si chiama spettro di f.
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Osservazione. Si noti che A & un autovalore se e solo se ker(f — \id) # {0}, cioe se e solo se
f — Aid non & iniettiva. Nel caso di spazi vettoriali di dimensione finita questo equivale a dire
che f — Aid non & biettiva, dunque

o(f) = {autovalori di f}.
ESEMPI:

(1) Si calcoli lo spettro di matrici triangolari.

(2) Si considerino gli spazi P dei polinomi reali e C1(R). Sia F l'operatore derivata:
F(g) = ¢'. Nel caso di P I'unico autovalore & 0, e Vj = {polinomi costanti}. Qual & lo
spettro? Nel caso di C!(R), ogni A & autovalore.

Non sempre lo spettro non sempre corrisponde all’insieme degli autovalori. Infatti:
3. Si consideri Rat, lo spazio vettoriale reale delle funzioni razionali reali. Posto ancora
F(g) = ¢, 'unico autovalore & lo zero, ma lo spettro & R. Infatti F — X\id non &
suriettiva. L’equazione differenziale:

1
9 —Ag=~
X

non ha soluzione nelle funzioni razionali (perché 7).

Nelle applicazioni matematiche e fisiche gli spazi di dimensione infinita sono molto importanti.
E bene, anche per questo, saper lavorare in dimensione finita alla perfezione.

Supponiamo che tutte le radici del polinomio caratteristico di A, p(x), siano nel campo K.
Questo ¢ automatico quando K ¢ algebricamente chiuso (e.g. C), cioe se contiene tutte le radici
dei polinomi a coefficienti in K. Abbiamo:

plx)=(—1)"(x = )(x—Ag) -+~ (x— X)) = (=1)"(2" — tr(A)z" "t -+ (=1)" det(A)).

11 polinomio (z — A)(x — Ag) - -+ -+ (z — A\p,) & monico, cioe il coefficiente di grado massimo & 1.
I coefficienti di:

(x—=A)(z=X)... (@ = Ap) =2 — bz o (=) P 4 (—1)",,

be= > AN

i< <ip

dove

La traccia e il determinante di A sono rispettivamente la somma e il prodotto dei
suoi autovalori: tr(A) =b; =X +---+ X\, det(A) =b, = Ay - -+ - A\

3. Diagonalizzazione

Un operatore scalare f = Aid commuta con tutti gli operatori, ha un unico autovalore,

A, ogni vettore & autovettore, e, nel caso finito dimensionale, & rappresentato dalla matrice
(scalare) AI.

Anche 1’ azione degli operatori associati alle matrici diagonali & chiara: si moltiplicano (dilatano)
le coordinate dei vettori per scalari in generale diversi. E naturale chiedersi quali operatori
abbiano questa struttura.

DEFINIZIONE 3.1. (matrice diagonalizzabile) Una matrice A si dice diagonalizzabile se
¢ simile ad una matrice diagonale, cioé se D = B~!AB con D diagonale.

E’ immediato verificare la seguente:

PROPOSIZIONE 3.2. Una matrice A di ordine n & diagonalizzabile se e solo se esiste una
base di K™ composta di autovettori di A.
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con F4 : K™ — K™ l'operatore associato ad A, cioe Fa(z) =

Az, con x € K™ vettore colonna. Supponiamo che esista una base {v1,va, ..., v, } di autovettori
di A. Allora Fa(v;) = A\jv;, e in tale base 'operatore si rappresenta con la matrice:
A0 oo o0
0 0
D= 0 X\ O 0
0 ... 0
0 0 A
dove D & diagonale. La matrice del cambiamento di base & B = (vq,...,v,), e D= B"1AB.

Sia ora D = B~!'AB, con D diagonale. Siano v;, w; ed e; rispettivamente 1’ i-esimo vettore
colonna di B, di D e di I. Essendo BD = AB si ha Av; = Bw;, e w; = A\e; (D & diagonale);
dunque Av; = BMAje; = \v;. Le colonne di B sono autovettori di A e formano, essendo B
invertibile, una base di K. O

DEFINIZIONE 3.3. (molteplicitd geometrica e algebrica) Siano A una matrice, A un
autovalore di A e V(\) = ker(A — AI) 'autospazio associato a A. L’intero:

9(\) = dim(V/(1))

si dice molteplicita geometrica dell’autovalore A. La molteplicita algebrica, a()), di A & invece
la molteplicita di A come radice di p(t) :

p(t) = (t—N)*"Nq(t), q(N) #0.

Osservazione. Sia K un sottocampo di L, K C L, (e.g. R C C), esia A € M(n, K). Possiamo
pensare ad A € M(n, L) definita su L. Gli autovalori di A in L contengono (ma in generale non
coincidono con) quelli contenuti in K. Se A € K, la molteplicita algebrica e quella geometrica
di A sono eguali se calcolate in K o in L. Per la molteplicita algebrica la cosa ¢ evidente. Per
quella geometrica osserviamo che la dimensione degli autospazi V() € K™ e V/(\) C L™ ¢
n—r(A— M), indipendente dal campo. Il rango ¢ infatti regolato dall’annularsi di determinanti
dei minori, ma il determinante di una matrice ¢ uno scalare che appartiene al campo su cui
sono definiti i coefficienti della matrice.

Il seguente lemma sara utilizzato spesso.

LEMMA 3.4. Siano A, B e D matrici quadrate con:
B C
(0 o)
dove 0 ¢ la matrice nulla; allora:

(1) det(A) = det(B) det(D);
(2) se pa,pp e pp sono i polinomi caratteristici di A, B e D allora pa = pppp.

DIMOSTRAZIONE. Si applichi il teorema di Binet al prodotto
A B C\ (I C B 0
~\0 D) \0 D 0 I)°

Ci si riduce ad una elementare applicazione della regola di Laplace. L’ affermazione sui polinomi
caratteristici segue immediatamente. O

La seguente proposizione permette di stabilire concretamente quando una matrice & diago-
nalizzabile.

PROPOSIZIONE 3.5. (1) 1 <g(N) <a(N) <n.
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(2)

A € M(n, K) ¢ diagonalizzabile se e solo se:
(a) p(z) = (=1)"(z — A\)*P) (2 — \p)*O%) (tutti gli autovalori di A sono in K);
(b) g(A\) = a(X\) per ogni autovalore .

DIMOSTRAZIONE. (1) L’unica disuguaglianza da analizzare ¢ quella g(A) < a(A). Po-

sto g(A) = g, a(\) = a, costruiamo una base di V' : {v;,w;},0<i<g,0<j<n-—g,
dove {v;} ¢ una base di V(\). La matrice A associata ad f ¢ del tipo A = <)\gg ZB;) ,
dove D ¢ quadrata di ordine n — g, A = Al se n = g. Il polinomio caratteristico é:

p(t) = (A =1)%q(?).
Si & usata ricorsivamente la regola di Laplace ovvero il precedente lemma, ¢(t) & il
polinomio caratteristico di D. Ricaviamo allora g < a.
Noi dimostreremo che gli autotospazi sono in somma diretta. Siano p(t) il poli-
nomio caratteristico di A, A\;, 1 < i <k, le sue radici distinte e V/(\;), 1 < i <k, gli
autospazi di A. Dobbiamo verificare induttivamente che:

V(A) n{®;<iV(A;)} = {0}.
Siav e V() N{®,;<iV(Aj)}, v = Zvj, veV(N)ewv; € V(A)j). Quindi Av = \v =

j<i
Z)\jvj. Si ha Z)\ivj = Z)\jvj e quindi Z)‘ivj = Z)\jvj, OVVero Z()\j —
J<i j<i j<i j<i j<i j<i
Aj)v; = 0. Essendo \; # Aj, l'ipotesi di induzione implica v; = 0 : se non fosse cosi,
sia k I'indice piu grande per cui v # 0. Allora

Aj— A
vk = =30 FE € VI 0 {5V ()} = {0},
j<k

una contraddizione; allora v = 0. Gli autospazi sono allora in somma diretta; da questo
e dalla prima parte della proposizione deduciamo:

dim(eV(A))) = Zgi < Zai <n (= grado di p(t)).

Ma allora @V ()j) = K™ se e solo se tutte le disuguaglianze precedenti sono egua-
glianze. Questo e possibile se e solo se entrambe le condizioni:

a) Z a; = n, cio¢ p(t) ha n radici in K,
i

b) g; = a; per ogni i
sono soddisfatte.
Ora, A ammette una base di autovettori se solo se K™ ¢ somma dei suoi autospazi.
Quindi A & diagonalizzabile se e solo se &V (A;) = K. Noi abbiamo visto che questo
equivale all’insieme delle due condizioni a) e b) .
O

COROLLARIO 3.6. Se il polinomio caratteristico di una matrice A di ordine n ha n radici
distinte nel campo K allora A & diagonalizzabile.

ESERCIZIO: Si consideri la seguente matrice reale dipendente da un parametro reale a.

0 0 3a
X@=1[(1 0 1
0 a O
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Dire per quali valori di a la matrice X (a) & diagonalizzabile su R e per quali su C.

SOLUZIONE. Px(4)(t) = —(t* —at —3a?). Analizziamo i polinomi del tipo y(t) = t* —bt +c.
Vogliamo sapere per quali valori di b e ¢ si hanno 3 radici reali. Essendo in grado dispari abbiamo
sempre una soluzione reale. Per avere tre soluzioni reali y(¢) deve avere un punto di minimo > 0
e uno di massimo < 0. Quindi y’ = 3t2 — b deve avere radici reali; allora b > 0 e le radici sono

+w, dove w = \/g. Dobbiamo avere y(w) < 0 < y(—w) : w3 —bw +¢ <0 < —(w® — bw) + ¢,

da cui || < |w? + bw| = 2\/5. Segue che 27¢? < 4b3.

Se A e radice di y(t) con molteplicita 2 deve essere reale, e y'(A\) = 0. Quindi A = w 0o A = —w,
il che avviene se e solo se 27¢? = 4b°.

Spiegazione: due radici complesse coniugate hanno lo stesso modulo, se diventano reali devono
diventare eguali. Nel nostro esempio: 3 soluzioni reali se e solo se 3Pat <4a® 0<a< (4/ 3)5.
Si analizzi la molteplicita geometrica nel caso delle eguaglianze. O

4. Il teorema di Cayley-Hamilton

Sia V un K spazio vettoriale che supporremo, salvo avviso contrario, di dimensione finita
e non nullo: 0 <dim(V) = n < +oco0. Una base {v;}1<i<, di V definisce un isomorfismo da V'
in K™ e associa ad ogni operatore f : V — V una matrice A quadrata di ordine n a coefficienti
in K, A € M(n, K). Il polinomio caratteristico p(t) = pa(t) di f (e di A) ¢ definito da:
p(t) = det(A — tI),
e p(A) =0, A € K, se e solo se A & un autovalore di f. La definizione ¢ ben data perché due
matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteristico.
C’¢ un modo naturale di calcolare i polinomi sugli operatori e sulle matrici quadrate. Per fare
questo, sia q(t) = >, a;t",a; € K, un polinomio a coefficienti in K. Posto f* = id, indichiamo
con q(f) : V — V loperatore di V :
a(f) = aof’ +arf' + - Haif o anf"
La matrice associata a ¢(f) rispetto alla base {v;}1<;<n & allora:
q(A) =aol + a1 A+ +a; A"+ -+ an, A™.
EsErcizZI:
(1) Se p(t) = q(t)s(t), allora p(A) = q(A)s(A) = s(A)q(A), e (p+ q)(A) = p(A) + q(4).
(2) Se A ¢ simile a B, allora p(A) & simile a p(B).
(3) Se A & un autovalore di A, allora p(A) ¢ un autovalore di p(A).

(4) Se v & un autovettore di A, allora lo ¢ anche di p(A).
(5) E vero il viceversa di 4?7 E vero il viceversa di 4 se A ¢ diagonale?

Se q(A) = 0 (o ¢(f) = 0) diremo che ¢ annulla A (risp. f). Tale condizione puo essere
riletta come una combinazione lineare tra le potenze di A (di f):

aol+a1A+~-~+aiAi—|—-~-+amAm:0.

Viceversa, se una tale combinazione sussiste, allora ¢(t) = >, a;t* annulla A. Essendo lo spazio
delle matrici di dimensione finita e chiaro che devono esserci molte combinazioni lineari nulle
tra le potenze di A. Il teorema di Cayley-Hamilton dice che A & annullata dal suo polinomio
caratteristico.

TEOREMA 4.1. (di Cayley-Hamilton) Se p(t) ¢ il polinomio caratteristico di f (risp. di
A), allora p(f) = 0 (risp. p(A) = 0).
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DIMOSTRAZIONE. Sia v un vettore non nullo di V, vogliamo mostrare che p(f)(v) = 0, cioe
che p(f) & l'operatore nullo. Indichiamo con wy, = f*~(v), k > 0, w; = f°(v) = v. Essendo
dimV =n < oo, esiste m, 0 < m < n, tale che i vettori

sy Wiy oo vy Winy, Wim41

sono linearmente dipendenti mentre ... w;,...,w,, sono ancora linearmente indipendenti. No-
tiamo che m = 1 se e solo se v € un autovalore di f. Questo numero m misura di quanto speciale
e v rispetto ad f. In ogni caso esistono degli scalari a; non tutti nulli tali che:

m—1 m
(V) = wmyr = Z aifi(v) = Zaiwi.
i=0 i=1

Posto q(t) =t™ — >I" | a;t" riscriviamo la precedente relazione:

q(f)(v) = 0.

Lo scopo sara quello di dimostrare che ¢(t) divide il polinomio caratteristico p(t): se p(t) =
s(t)q(t) allora

p(f)(w) = s(f)(a(f)(v)) = 5(£)(0) = 0.

Completiamo i {w;} ad una base {...,w;,...,u;} 1 <i<m,0<j <n-—m), diV. Ora
fwi) = wiz1 e wpyr = flwm) = >, <, ¢iw;. La matrice A’ associata ha forma:

0 0 0 al

1 0 0 as
A':(ﬁ g), dove B=| 0 1 0 as|,

0 0o ... 1 a.,

con m > 3 solo per motivi grafici. Per il solito lemma (5.3.2) p(t) ¢ diviso dal polinomio
caratteristico di B. Quest’ultimo & (—1)"q(t) : si sviluppi det(B — tI,,) rispetto all’ultima
colonna. Quindi ¢(¢) divide p(¢). O

Il teorema ha conseguenze interessanti.

(1) Permette di dare una formula della matrice inversa con le potenze di A; se det(A4) # 0 :
AT = —det(A) Ml + ...+ a; AT 4 (-1 AT,

(2) Una matrice A quadrata si dice nihilpotente se A™ = 0 per qualche m > 0. Si ha: A
nihilpotente di ordine n <= A ammette solo 'autovalore 0 <= A" = 0.

DIMOSTRAZIONE. Se A? = 0 per qualche g e A & autovalore di A, con v un A—
autovettore non nullo: 0 = A% = A%, e quindi A = 0. Il polinomio caratteristico &
allora (—1)™t™, quindi per il teorema di Cayley-Hamilton A™ = 0. O

ESERCIZI:

(1) Trovare l’errore nella seguente troppo veloce dimostrazione del teorema:
p(t) = det(A —tI) = p(A) = det(A — AI) = det(A — A) = det(0) = 0.
(2) A matrice 2 x 2 = A% = (t* — d)A — tdI, ove t = traccia di A e d = det(A).
(3) A ammette un solo autovalore A <= A — AI & nihilpotente.
(4) Sia K = R; allora A & nihilpotente se e solo se tr(A*) = 0 per ogni k = 1,2,...,n.
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RISOLUZIONE DI 4. Se A & nihipotente, il suo polinomio caratteristico & (—1)"t", e quindi
tr(A) = 0. D’altra parte se A & nihipotente anche A* & nihilpotente, quindi tr(A*) = 0 per ogni
k.

Supponiamo ora tr(A¥) = 0 per k = 1,2,...,n; calcolando la traccia nell'identitd del
teorema di Cayley-Hamilton:

0= tr (det(A)] +a1A+...+a;A" +...+ (—=1)"A") = n det(A).

Essendo K = R di caratteristica zero, det(A) = 0. Esiste allora un vettore non nullo v; tale che
Avy = 0. Si completi v; ad una base di K™ : vq,...,v,. L’operatore nihilpotente F'4 rispetto a
tale base si rappresenta con una matrice

0 *x*x
=5 "¢")

con C € M(n — 1,R). Ora, B¥ = 8 *C:kk*> Ma 0 = tr(Ak) =tr(B¥), perché¢ A* e BF

sono simili. Calcolando: tr(C*) = tr(B¥) = 0. Per induzione (il caso n = 1 & banale), C* &

nihipotente: C"~! = 0. Questo ci dice che B"~! = <8 *;*> , ma allora B = BB" ! =

(0 " *> (0 . *) = (0), e B ¢ nihilpotente. Se la caratteristica del campo fosse 2, allora

0 C 0 O
& 10 N
tr(I%) = tr( 0 1 ) =2 =0, ma I non ¢ nihipotente. O

4.1. Una applicazione del teorema di Cayley-Hamilton. Un polinomio p(x) a coef-
ficienti in K, non ha necessariamente radici in K. Una costruzione algebrica standard prova
Pesistenza di un campo L contente K e qualche radice di p. Il teorema di Cayley-Hamilton ne
fornisce un modello concreto. Indichiamo con K[z] I'insieme dei polinomi a coefficienti in K,
p(z) € K[z] & riducibile su K se p(x) = g(x)s(x), dove q(z) e s(x) appartengono a K[z] e non
sono costanti; p(z) ¢ irriducibile su K se non ¢ riducibile. Indichiamo con deg(p) il grado di p.

LEMMA 4.2. Siano p(z), s(x)inK[z], deg(s) = m < n = deg(p). Se p & irriducibile e s non
¢ il polinomio nullo, allora esistono due polinomi a(x) e b(z) tali che a(x)p(z) + b(x)s(z) = 1.

DIMOSTRAZIONE. E un’applicazione diretta dell’algoritmo euclideo di divisione. Sia
S:={f(x) € K[z] : f(zx) = A(z)p(z) + B(z)s(x) e f(x) # 0}.
Notiamo che S & non vuoto, infatti s(x) = 1s(x) 4+ Op(z) appartiene ad S. Sia
I(z) = c(z)p(x) + d(x)s(z)

un elemento di S avente grado minimo. Dimostriamo che I(z) ¢ una costante (necessariamente)
non nulla. Se cosl non fosse, ponendo deg(l(z)) = k avremmo

1<k<m (s(x) hagradom).
Dividendo p(z) per l(z) si ha p(z) = l(z)q(z) + r(x) e deg(r(x)) < k;
r(z) = (1 = c(x)q(@))p(x) + (—d(z)q(x))s ().

Se r(z) # 0, allora r(z) € S, ma questo ¢ in contraddizione con la minimalita di k. D’altra
parte, se r(z) = 0 allora p(z) = l(x)q(z). Essendo p(z) irriducibile anche questo & impossibile.
Allota I(z) = e # 0. Posto a(z) = e te(z) e b(x) = e~ 'd(x) si ha a(z)p(z) + b(x)s(z) =1. O
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Dopo aver dimostrato il lemma la nostra costruzione ¢ molto rapida. Sia P(z) € K[z] un
polinomio irriducibile di grado m > 1 e monico, P(z) = 2™ + .... Posto p(z) = (-1)"P(z) =
(=1)"z™ + > a;x~ """, esiste una matrice A avente p(z) come polinomio caratteristico, per
esempio:

0 0 ay

1 0 a
A=1]10 1

0 0o ... 1 a,

Sia L={B e M(n,K) : B=gq(A),q € K[z]}. Dal teorema di Cayley-Hamilton sappiamo che
L={I,A A% ... A1) & il sottospazio vettoriale di M(n, K) generato da I, A, A2, ... A"~Y
e che
P(A) = (=1)"p(A) = 0.
11 prodotto di matrici definisce una operazione associativa e commutativa in L : se X = s(A) e
Y = r(A) sono in L, allora XY =YX = (sr)(A) € L per ogni X e Y in L. Identificando gli
scalari A € K con le matrici scalari A\I € L, abbiamo un’inclusione i: K — L che rispetta le
operazioni, e ciot i(x +y) = i(z) + i(y) e i(zy) = i(z)i(y).
LEMMA 4.3.
i) Con la somma e moltiplicazioni di matrici L un campo.
ii) L’identificazione di K e i(K) definisce una inclusione di campi K C L.
iii) A € L & una radice di P(z) € L[z].
DIMOSTRAZIONE.
i) L’unica parte non ovvia ¢ la verifica, che se X € L e X # 0 allora X ¢ invertibile e
X1 e L. Se X #0 allora
X = S(A) = bo[ —|— blA —|— b2A2... + bn_lAnil
con degs =m < n e s non nullo. Allora esistono polinomi a(z) e b(x) tali che
1 =a(z)P(x) + b(z)s(x)
e quindi
I'=a(A)P(A) +b(A)s(A) = 0+ b(A)s(A) = b(A)X.
Questo prova cheX 1 =b(A) € L _
ii) Identificando gli scalari di K con le matrici scalari KI C L si identifica K con un
sottocampo di L.
iii) Il teorema di Cayley-Hamilton ci dice P(A) =0 =0 A € L ¢ radice di P(z) € L[x]
O

Iterando la costruzione precedente possiamo trovare L che contiene tutte le radici di qual-
siasi polinomio.Ricapitolando abbiamo:

PROPOSIZIONE 4.4. Per ogni campo K e polinomio p(z) € K|[z] esiste un’inclusione di
campi K C L in modo il corrispondente polinomio p(x) € L[z| ha tutte le radici in L.

0 1

EseEmPIO: Sia K = Rep(z) =2 +1e A = <_1 0

) allora L = {X € M(2,R) : X =

a
—b

a

aI—l—bA:( b

Z) }. L’applicazione 7 : C — L, 7(a 4+ ib) = ( 2) , € un isomorfismo di
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campi. Siha 7(1) =1 e 7(1) = A. Se z = a + ib, tau(z) & la matrice associata all’operatore
f:C—C, f(w) = zw rispetto alla base 1 e 7 di C spazio vettoriale reale di dimensione due.






CAPITOLO 6
Applicazioni bilineari

1. Definizioni e prime proprieta
DEFINIZIONE 1.1. (applicazione bilineare) Siano V e W due K spazi vettoriali; un’ap-
plicazione:
o:VxW-—-K

si dice bilineare (o forma bilineare) se comunque fissati v € V,w € W le funzioni f, : W — K
e fu:V — K definite da:

Po(z) = 0(v,2),  Puly) = oy, w)
sono lineari. Ovvero se, dati comunque v e v/ in V, we w' in W, A e pin K :
SO + ', w) = A(v,w) + pd(v',w),  d(v, w + p') = Ad(v, w) + pd(v, ).
Nota. La bilinearita di ¢ : V x W — K si esprime:

A(A1v1 + Aavg, prwy + pawa) = A p1d(v1, wi) + Appad(vi, wa) + Agpi1 gz, w1) + Aapad(v2, wa).

Quindi ¢ non & lineare, perché ¢p(A(v,w)) = ¢(Av, A\w) = A\2¢(v,w), ma & lineare compo-
nente per componente. Inoltre induce due applicazione lineari ¢’ : V' — W*, definita come
d'(v) = d(v,-), e ¢ : W — V* definita come ¢"(w) = ¢(-, w).

ESEMmPI:
(1) Sia A una matrice m x n; & bilineare applicazione ¢4 : K™ x K™ — K definita da
dalz,y) =tzAy.
(2) Sia K = R; definiamo g : R™ x R™ come g((xl, ces @), (Y1, .- ,yn)) =) T g
¢ il prodotto scalare standard (g = ¢y).
(3) Dati V e V*, & bilineare da V x V* in K ’applicazione k(f,v) := f(v).
(4) Sia CY lo spazio vettoriale reale delle funzioni continue da [0, 1] in R;

I:0°xC% =R, I(fg) := /01 f(x)g(x)dx

e bilineare.
(5) Se ¢ : V x W — K & bilineare, e V', W’ sono sottospazi vettoriali rispettivamente di
V e W, la restrizione ¢’ : V! x W’ — K ¢ bilineare.

Le applicazioni bilineari sono rappresentate, come nel caso di dimensione finita, da oppor-
tune matrici. Come per le applicazioni lineari si devono scegliere delle basi.

PROPOSIZIONE 1.2. Siano {v;},c; una base di V' e {w;};e; una base di W. Per ogni coppia
di indici ¢ € I e j € J, sia fissato a;; € K. Allora esiste ed ¢ unica una applicazione bilineare
¢:V x W — K tale che ¢(v;, w;) = a;j.

51
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DIMOSTRAZIONE. e Unicita. Se v = } , xv; e w = ), y;wy, allora (iterando la
bilinearita):

(6.4) d(v,w) = inyj¢(vi7wj) = Zaijxiyj-
i, i,

e FEsistenza. Si usa (6.4) per definire la ¢.

O
Supponiamo ora dim(V) = n < +oo e dim(W) = m < +oo. Siano x = (x1,...,%,) €
y = (y1,...,ym) rispettivamente le coordinate di v e w nella basi ¥V = {vy,vs,...,0,} di V e
W = {wq,wy,...,w,} di W. La proposizione ci mostra che se A = (a;;) = (¢(vi, w;)) :
p(v,w) ="z Ay = Zaijﬂiiyj~
]

DEFINIZIONE 1.3. La matrice n x m A = Ay = (¢(vi,w;)) € la matrice associata a ¢
rispetto alle basi V di V e W di W.

Le corrispondenze ¢ — A4 e A — ¢4 sono I'una l'inversa dell’altra. Abbiamo:

COROLLARIO 1.4. Tutte e sole le applicazioni bilineari ¢ : K™ x K™ — K sono associate

a matrici n x m :
Q/)('rv y) =a (1‘, y) = IAy
ESERCIZIO: Sia ¢4 un’applicazione bilineare associata ad A matrice n X m. Se s < n, p < m,
K* = {(z1,...,25,0...,0)} C K™ e K = {(y1,..-,¥p,0,...,0)} C K™, qual ¢ la matrice
associata alla restrizione di ¢4 : K° x KP — K?
Cambiamento di basi. Dobbiamo vedere come si trasformano le matrici associate quando si
cambia base.
Siano V = {v1,va,...,v0,} e V' = {vi,...,v,} basi di V, W = {wy,wa,...,wn} e W =
{w),...,w],} di W. Siano v € V' con coordinate x e &’ rispetto a V e V', w € W con coordinate
y e y' rispetto a W e W’. Siano B la matrice cambiamento di coordinate da V a V' e C quella
da W a W'. Si ha quindi: 2’ = Bz ey’ = Cy.
Siano infine A e D le matrici associate all’applicazione bilineare ¢ tramite rispettivamente V,
WeV ,W.
Si ottiene:
v Ay = ¢(v,w) =2’ Dy’ =" (Bz)D(Cy) =" z("BDC)y.
Questo vale per ogni x € K™ e y € K™; allora:
A='BDC.

Si noti che r(A) = r(D) perché B e C sono invertibili.

Osservazione. Ad ogni matrice abbiamo associato un’applicazione lineare e una bilineare.
Le matrici rappresentano due oggetti diversi. Cambiando basi le leggi di trasformazioni sono
diverse. Il caso pit importante per le applicazioni bilineari ¢ quello in cui V = W.

DEFINIZIONE 1.5. Due matrici quadrate A e D si dicono congruenti (congrue, cogredienti)
se esiste una matrice invertibile B tale che A =t BDB.

Due matrici congruenti di ordine n sono associate ad una stessa applicazione bilineare
mediante due basi di uno spazio vettoriale di dimensione n.
Nota. Prendendo i determinanti si ha:

det(A) = det(D) det(B)?.

Se K =R, il segno del determinante & invariante per congruenza.
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DEFINIZIONE 1.6. Sia V = W. Una forma ¢ : V x V — K bilineare si dice:
e simmetrica se per ogni v e w : ¢(v,w) = d(w, v);
e antisimmetrica se per ogni v e w : ¢(v,w) = —P(w, v).

Nota. La simmetria e ’antisimmetria si mantengono per restrizione a sottospazi.
Osservazione. L’applicazione bilineare ¢ 4 ¢ simmetrica (rispettivamente antisimmetrica) se e
solo A ='A, cioé A simmetrica (rispettivamente A = —%4, cioé A antisimmetrica). Se dim(V) =
n < 400, ¢ ¢ simmetrica (antisimm.) se e solo se ¢ associata ad una matrice simmetrica
(antisimm.). Il prodotto scalare dell’esempio 2. & un’applicazione simmetrica e eguale a ¢;.

Se il campo K ¢ di caratteristica 2 la simmetria equivale all’antisimmetria. Altrimenti (cio¢
se 20 in K) per ogni ¢ : V x V — K definiamo:

ps VXV oK @ ¢s(v,w) = %(gﬁ(v, w) + ¢(w,v)) (parte simmetrica)

Ga VXV =>K : ¢g(v,w) = 1(qﬁ(v,w) — ¢(w,v)) (parte antisimmetrica).

2
A+tA  A-tA
+ .

Ora ¢ e ¢, sono bilineari e ¢ = ¢5 + ¢,. Nel caso di matrici A = 3 5

ESERCIZI:
(1) Dimostrare che la congruenza & una relazione di equivalenza.
(2) Dire quali delle seguenti affermazioni sono vere e quali sono false:
(a) Se A e B sono congruenti allora sono equivalenti.

(b) Se A e B sono congruenti allora sono simili.

(c) Se A e B sono simili allora sono congruenti .

(d) Se A e B sono equivalenti allora sono congruenti.

(3) ¢ e v siano applicazioni bilineari da V' x V in K, X\ e p siano scalari. Dimostrare che
Ao + ), definita da (Mg + ) (v, w) = Ad(v, w) + pp(v, w) & bilineare.

(4) Le operazioni ¢+1 e A¢ inducono una struttura di spazio vettoriale su B(V'), I'insieme
delle applicazioni bilineari su V. Se dim(V') = n, calcolare dim(B(V)).

(5) Siano S(V) e A(V) i sottoinsiemi di B(V') contenenti rispettivamente le applicazio-
ni simmetriche e quelle antisimmetriche. Provare che S(V') e A(V) sono sottospazi
vettoriali di B(V), e S(V) ® A(V) = B(V). Calcolare le dimensioni.

(6) Siano A e D congruenti; provare che A ¢ simmetrica (antisimm.)<= D lo ¢&.

(7) Se due forme sono congruenti, le loro restrizioni ad un sottospazio sono congruenti?

DEFINIZIONE 1.7. (applicazione non degenere) Una applicazione bilineare ¢ : V xV —
K si dice non degenere se per ogni v € V,v # 0 esiste w € V t.c. ¢(v,w) # 0 e ¢p(w,v) # 0.

Osservazione. La definizione Vv € Vv # 0,Jw,w’ € V : ¢(v,w) # 0 e ¢(w’,v) # 0 & solo
apparentemente piltt debole. Se ¢(v, w') = ¢p(w,v) = 0, allora ¢(v, w+w') # 0 e p(w+w’, v) # 0.

DEFINIZIONE 1.8. (spazio nullo e indice di nullita) Quando ¢ ¢ simmetrica (antisimm.),
il sottospazio vettoriale:
V($,0)={veV: ¢glv,w)=0VweV}i={veV: ¢(w,v)=0Vw eV}
di V' & lo spazio nullo di ¢, e dim(V (¢,0)) = ng ¢ il suo l'indice di nullita. Si ha che ng =0 e
V(¢,0) = {0} se e solo se ¢ & non degenere.
ESsERcCIZI:

(1) Dimostrare che ¢; ¢ non degenere.
(2) Se A & una matrice simmetrica o antisimm., V(¢ 4,0) = ker(A4).
(3) Se A & simmetrica o antisimm., ¢4 & non degenere <= A & invertibile.
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(4) Se A € M(n,K) ¢ antisimm. e ¢4 ¢ non degenere allora n & pari (det(A) =0 se n &
dispari).

2. Forme quadratiche

Le applicazioni bilineari simmetriche rivestono nelle applicazioni geometriche (quadriche)
e fisiche (energia cinetica, spazio tempo) una posizione di rilievo.

DEFINIZIONE 2.1. (forma quadratica) Sia ¢ : V x V — K una applicazione bilineare
simmetrica. La funzione ¢ : V — K, definita da ¢(v) := ¢(v,v), & la forma quadratica associata
a ¢. Quando A & una matrice simmetrica, si indica con g la forma associata a fu, cioe:
qa(z) =tz Az.

PROPOSIZIONE 2.2. Sia ¢ la forma quadratica associata a ¢ simmetrica. Allora:

(1) per ognivin Ve Xin K : g(A\v) = A\2q(v);

(2) per ogni v e win V : q(v+ w) — q(v) — q(w) = 2¢(v,w). Se la caratteristica di K,
ch(K), & diversa da 2, ¢(v,w) = (q(v +w) — q(v) — g(w));

(3) se V ={v1,v,...,v,} &€ una base di V e A = (a;5), con a;; = ¢(v;,v;), allora:

n
— 2 Qi Tl
q(xivr + -+ xpv,) = aiTy + ;T
i=1 i<j

(4) se ch(K) # 2, ogni forma quadratica ¢ : K™ — K & un polinomio omogeneo di grado
2 (se ch(K) = 2 questa pud essere una definizione).

DIMOSTRAZIONE. Tutto € ovvio; veniamo per esempio alla 2.

q(v+w) = d(v+ w, v+ w) = ¢(v,v) + ¢(w, w) + ¢(v, w) + P(w, v)

= q(v) +q(w) +20(v, w).

Osservazione. Il passaggio ¢ — ¢ si chiama polarizzazione della forma quadratica.
Notiamo che su K™ (ch(K) # 2) abbiamo 3 oggetti equivalenti:

a) forme bilineari simmetriche;
b) matrici simmetriche;
c¢) forme quadratiche.

Il problema ora & quello di cercare delle basi in cui le forme quadratiche siano semplici. Da
ora in avanti supporremo ch(K) # 2.

DEFINIZIONE 2.3. Sia ¢ : V XV — K una applicazione bilineare; un insieme di vettori {v;}
di V si dice ortogonale rispetto a ¢ se ¢(v;,vj) =0 se i # j.
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Notiamo che se V = {vy, va,...,v,} & una base di V ortogonale rispetto a ¢, e ¢(v;, v;) = a;,

si ha:
O v, Y o)) = Y aimiyi;

q(z xTi0;) = Z a;z? (forma quadratica associata)
i i

matrice associata.

o o oo

0 ap

TEOREMA 2.4. (Lagrange) Sia ¢ una forma simmetrica e ¢ : V' — K la forma quadratica
associata. Esiste una base V = {v1,vq,...,v,} di K™ ortogonale per ¢, cioe t.c.:

n
q(y1v1 + yov2 + -+ + Yynvn) = Zaiyi2~
i=1

DIMOSTRAZIONE. Per induzione: se n = 1 non vi € nulla da dimostrare. Sia n > 1. Se
g = 0 allora ¢ = 0, e non vi & nulla da dimostrare; sia v t.c. g(v1) = a1 # 0; completiamo
v; ad una base {vi,wa,...,w,} di V e definiamo L := {v € V : ¢(v1,v) = 0}. Posto
vV = 2101 + ToWa + - - + Tpwy, € ¢(v1,w;) = by, si ha ¢(vy,v) = 0 se e solo se:

(65) a1xry1 + bgmg + -4 bnl’n =0.

Dungque (6.5) & un problema lineare omogeneo, una equazione (non banale) e n incognite.
Quindi L ha dimensione n —1 e v; € L. Restringendo la forma ¢ a L, per induzione costruiamo
una base {va,...,v,} di L ortogonale rispetto a ¢. Algoritmicamente si procede risolvendo
equazioni lineari come la (6.5). Quindi ¢(v;,v;) =0sei# jei>1,j > 1. Essendo anche v; in
L per i > 1, si ha ¢(v;,v1) = 0 se i > 1. Segue che {v1,vs,...,v,} € una base di V ortogonale
per ¢. O

Traducendo la proposizione nel linguaggio delle matrici:
PRrOPOSIZIONE 2.5. Ogni matrice simmetrica e congruente ad una diagonale.

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di un’applicazione diretta del lemma precedente. O

In pratica la diagonalizzazione delle forme ¢ molto rapida:

01 1
EsEmPIO: Sia ¢(z,y,2) =2zy + 22z +2yz, A=|1 0 1
1 1 0

La forma & nulla sulla base canonica; ponendo X = x + y, si ha:

q(z,y,2) = ¢ (X, y,2) = 2(X — )y +2(X — y)y + 2yz = —2y° + 4Xy + 2=
1 1
= 207 +2Xy —yz) = 2y + X — 52)2 +2X? 4 522;

Ponendo poi anche Y = x + 2y — %z e Z = z, scriviamo:

1
Q(X,Y,Z)=2X%-2Y? + 5Z2.
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DEFINIZIONE 2.6. Sia ¢ una forma quadratica su V spazio vettoriale su K di dimensione
finita. Sia A una matrice che rappresenta ¢. Il rango di ¢, r(g), & per definizione quello di A e il
suo indice di nullitd & ng(q) = n — r(q). Due forme quadratiche g e ¢’ di K™ si dicono congrue
se le loro applicazioni bilineari sono congrue.

Osservazione. Il rango € invariante per congruenza. Quando ¢ € diagonalizzata rispetto ad
una base ortogonale, ¢ = > | a;y?, r(q) & numero degli a; non nulli.

Sembrerebbe che la proposizione precedente risolva completamente il problema della con-
gruenza delle forme quadratiche di K™, cioe delle matrici simmetriche. Non & cosi ! E ancora da
risolvere il problema di quando due diagonali sono congrue. La questione assume tinte dram-
matiche quando K = Q. Le forme ¢ = 2% + 23 e ¢’ = 227 + x3 (basterebbe considerare z7 e
22%) hanno matrici I = <(1) (1)) ,e A= ((2) (1)> , e non sono congrue. Se lo fossero esisterebbe
B t.c. A ='BIB =! BB; dunque 2 = det(A) = det(B)?, ma allora v/2 sarebbe un numero
razionale.

Quando K = C, il campo dei numeri complessi, il problema & elementare.

COROLLARIO 2.7. Se Va € K I'equazione 2% = a ha soluzioni in K, due matrici simmetriche

(forme quadratiche su K™) sono congruenti se e solo se hanno lo stesso rango.

DIMOSTRAZIONE. Due matrici congruenti hanno lo stesso rango. Viceversa, da 2.5 ogni ma-
trice simmetrica A ¢ congruente ad una diagonale D avente forma quadratica g(z) = Y_;_, a;z7,
dove 7 = rango di A4, a; # 0. Sia d; tale che d? = a;; allora g(z) = Y.;_,(d;z;)?. Operando il
cambiamento di base v} = (d;)~tv;, dove v; ¢ Ii-esimo vettore della base canonica, se i < r e
v} = v; se ¢ > r. Si ha dunque: ¢(3.,_, yivl) = >, yZ.
I, 0

0 1)’ -

La matrice D ¢ congrua a C(r) =

3. Forme quadratiche reali

In tutto questo paragrafo avremo K = R. La seguente definizione richiede in maniera
specifica di poter stabilire quando uno scalare & maggiore di zero.

DEFINIZIONE 3.1. Sia V uno spazio reale, un’applicazione bilineare simmetrica ¢ : VxV —
R (una forma quadratica g : V — R) si dice:
semidefinita positiva (¢ > 0) se per ogni v € V si ha: q(v) = ¢(v,v) > 0;
prodotto scalare o definita positiva (¢ > 0) se per ogni v € V si ha: ¢(v) = ¢(v,v) >0
e q(v) = ¢(v,v) = 0 se e solo se v = 0;
semidefinita negativa (¢ < 0) se per ogni v € V si ha ¢(v,v) <0 ;
definita negativa (¢ < 0) se per ogni v # 0 si ha ¢(v,v) < 0;
indefinita se esistono v,w € V t.c. ¢(v,v) < 0 < ¢(w,w).

Nota. Un prodotto scalare ¢ una applicazione bilineare simmetrica su uno spazio reale per cui:
q(v) = ¢(v,v) > 0 e ¢(v,v) = 0 < v = 0. Chiaramente ¢ ¢ definita negativa se e solo se —¢ &
definita positiva.

DEFINIZIONE 3.2. Una matrice simmetrica A si dice definita positiva se ¢4 (z,y) =t xAy
¢ definita positiva, cioé se per ogni x € R™ : zAx > 0 e oAz = 0 < z = 0. Si dird poi
semidefinita positiva o negativa se ¢4 lo e.

ESEMPI:

(1) Siano V' = Rn7 (b((xh e 733”), (y17 cee 7y’n)) = Z?:n ;LY € Q(x) = Z?:l ai.’E%; allora
¢(q) ¢ semidefinita positiva se a; > 0Vi; & prodotto scalare se a; > 0 Vi.
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(2) Su M(n,R), g(A, B) :=tr(AB) & un prodotto scalare.

DEFINIZIONE 3.3. L’applicazione ¢((z1,...,2Zn), (Y1,-..,Yn)) = i, T;iy; ¢ il prodotto
scalare standard di R™.

(7.3.1)

LEMMA 3.4. Sia V uno spazio vettoriale reale e ¢: V' x V — R un’applicazione bilineare
simmetrica. Siano W e Z due sottospazi vettoriali di V. Siano ¢|w, ¢|z le restrizioni di ¢ a
We Z. Se ¢plw >0e ¢z <0, allora WNZ = {0}, e allora W+ Z =W @ Z. In particolare
dim (V) > dim(W) + dim(2).

DIMOSTRAZIONE. Se v € W N Z, allora ¢(v,v) > 0 perché v € W e ¢(v,v) < 0 perché
v € Z, quindi ¢(v,v) =0, ma su W ¢ ¢ definita positiva: v = 0. O

Sia V uno spazio vettoriale reale, dim(V) = n < 400, e sia ¢: V' — R una forma quadratica.
Consideriamo le seguenti famiglie di sottospazi

Ft =F*"(q) = {U sottospazio di V | qy: U — R & definita positiva }
F~ =F*(q) = {U sottospazio di V | qu: U — R & definita negativa }
Poniamo n* = maxyer+ dimU e nt = maxyer- dim U.
DEFINIZIONE 3.5. (segnatura, rango e indice) Sia ¢ : V — R una forma quadratica, la

coppia di interi (non negativi) (n*,n7) & la segnatura, r(q) = n*T +n~ & il rango, la differenza
i(q) =nT —n~ ¢ lindice.
Proveremo che la segnatura classifica le congruenze di forme quadratiche reali. Cominciamo

a costruire delle forme quadratiche con segnatura assegnata. Dati due numeri interi non negativi
sekcons+k<n,siags;: R" — R definita da

s s+k
qs,k($17x27 cee 73771) = Z‘T? - Z x?
i=1 j=s+1
Le matrici associate a g, sono:
I, 0 O
Cls,k)=[0 —I, 0o, C(s,0)= (‘g 8) . C(0,k) = <‘5’“ 8) :
0 0 0

Nota. Si ha che il rango & 7(gs ) = s+ k = r(C(s,k)), la nullita e n — (s + k), C(n,0) = I,
C(0,n) = —1I, C(s,0) ¢ semidefinita positiva, C(0, k) semidefinita negativa e C(s, k), con s, k >
0, indefinita.

PROPOSIZIONE 3.6. La segnatura di g ¢ (s, k).

DIMOSTRAZIONE. Sia & = {ej,es,...,e,} la base canonica di R™. Consideriamo gli spazi
U(+) := span [e1, €2, ...,es], dim(U(+)) = s, e Z := span [es41, €542, --,€n), diMm(Z) =n —s.
Ora ¢ ¢ semidefinita negativa su Z e positiva su U(+), U(+) € FT. Quindi:

s <nt = max dimU.
UeFt

La disuguaglianza inversa segue dal lemma; se U € F¥, allora dim(U)+dim(Z) < n,
dim(U) < s, ma allora nt < s. Ovvero n™ = s.
Passando agli spazi di 7, si ha che U(—) = span [es11, €542, .,€s4k]; Pertanto n™ = k. O

COROLLARIO 3.7. La matrice C'(a,b) € M(n,R) & congruente a C(k,s) € M(n,R) =
a=keb=s.
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DIMOSTRAZIONE. Le forme quadratiche associate g, € ¢s ; hanno segnature (a,b) e (s, k).
La segnatura e invariante per congruenza. O

TEOREMA 3.8. (teorema di Sylvester)

i) Ogni matrice simmetrica A € M(n,R) & congruente ad una e una sola delle matrici
C(a,b).

ii) Siano ¢ e ¢’ due forme quadratiche definite su uno spazio reale V' di dimensione finita,
q e ¢’ sono congrue se solo se hanno la stessa segnatura.

DIMOSTRAZIONE. Le due affermazioni i) e ii) sono equivalenti: la seconda ¢ la versione
intrinseca della prima.

i) Indichiamo con ¢ = ¢4 : R™ x R® — R I'applicazione definita da ¢(z,y) =t xAy, e
con q(z) =' zAx la forma quadratica associata. Sappiamo che A & congrua ad una
diagonale, ovvero che esiste una base {v1,vs,...,v,} di R™ ortogonale rispetto a ¢,
cioe ¢(v;,v;) = 0 se ¢ # j. Riordinando, possiamo assumere:

d(v,v;) =¢; >0peri<s
d(v,v;) =—¢c; <Oper s<i<k+s
o(v,v;) =0peri>k+s

Vi

Vei
o(w;,w;) =1 peri<s

d(w;,w;)) =—1pers<i<k-+s
o(w;,w;) =0peri>k+s
(

Se poniamo allora w; :=

peri < k+sew; =v; pert > k+ s, avremo:

La matrice associata & C(k, s) e la forma quadratica diventa:

s s+k
q/(x177xn):q(xlwl++xnwn)zxfi Z ‘T?
i=1 j=s+1

ii) Se ¢ e ¢’ sono congruenti allora hanno la stessa segnatura. Viceversa supponiamo
abbiano la stessa segnatura (s, k). Sia {wy,ws,...,w,} una base di V. Siano A la
matrice associata a g e A’ quella associata a ¢'. Si ha:

segnatura di g4 = segnatura di ¢ = segnatura di ¢’ = segnatura di g4 = (s, k).

Dalla prima parte della proposizione sappiamo che A e A’ sono congrue a C(s,k) e
quindi sono congrue tra di loro. Questo significa che ¢ e ¢’ sono congrue.

O

Osservazione. Due forme quadratiche sono congruenti se e solo se esistono basi rispetto alle
quali la loro espressione analitica ¢ la stessa.

COROLLARIO 3.9. Il rango r di una forma quadratica g di segnatura (s, k) & s + k.

DIMOSTRAZIONE. Si passi per congruenza alle matrici C(s, k). O

Nota. L’indice i(q) e il rango 7(q) classificano le forme quadratiche reali. Infatti (s,k) =
(3(r(q) +i(q)), 5(r(q) — i(q))) ¢ la segnatura di ¢. Quando ¢ & non degenere r(q) =dim(V), e
I'indice i(q) classifica completamente la forma.
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4. Criterio per il calcolo della segnatura

Vogliamo dare un criterio pratico per il calcolo della segnatura della forma quadratica ga
dove A ¢ una matrice simmetrica reale.

LEMMA 4.1. Sia A € M(n,R) simmetrica. Sia g4 non degenere di segnatura (s, k), k+s =
n. Allora det(A) > 0 se k & pari e det(A) < 0 se k & dispari.

DIMOSTRAZIONE. Se g4 ¢ non degenere di segnatura (s, k), allora A & congrua a C(s, k), cioe
A =!'BC(s,k)B, con B invertibile; quindi det(A) = (—1)* det(B)2. Il segno del determinante &
uguale al segno di (—1). O

Osservazione. Dal lemma segue che il determinante una matrice associata ad un prodotto
scalare € positivo.

Sia W un sottospazio di uno spazio vettoriale reale V' di dimensione finita . Supponiamo
0 <dim(W)=nedim(V) =n+1. Sia ¢: V — R una forma quadraticasu Ve¢ : W — R la
sua restrizione. Siano W = {wy,ws, ..., w,} una base di W e V = {v1,...,v,,Up41} una base
di V. Sia A € M(n + 1,R) la matrice che rappresenta ¢ rispetto a V e B € M(n,R) la matrice
che rappresenta ¢’ rispetto alla base W.

LEMMA 4.2. Supponiamo che ¢’ : W — R abbia segnatura (s’, k') con s’ + k' = n, ¢’ non
degenere. Sia (r,s) la segnatura di g. Abbiamo 3 casi:
(1) det(A) =0<= s=s"e k=K (q& degenere);
(2) det(A) #0
(a) ha lo stesso segno di det(B) <= s=s"+1ek =Fk;
(b) ha segno diverso da quello di det(B) <= s=5"ek =k + 1.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ¢’ ha segnatura (s’,k’) con s’ + k/ = n, esistono due sottospazi
vettoriali U e Z di W t.c. dim(U) = ¢, dim(Z) = k', U & Z = W, e tali che le restrizioni
qd :U — Req : Z — R siano rispettivamente definita positiva e definita negativa. Ora
UeFt(q) e Z e F(q),quindi s > s’ e k > k'; essendo s + k < n + 1 rimangono solo tre
possibilita:

(1) s=s"ek=F < r(q) = s+ k =n <= rango di ¢ non massimo <= rango di 4
non massimo <= det(A) = 0.

(2) se det(A) # 0 si puod avere:
(a) segno(det(A)) = segno(—1)* = segno(det(B)) = k = k’.
(b) segno(det(A)) = segno(—1)* # segno(det(B)) <=k = k' + 1.

ail N e A1n
Sia A € M(n,R) una matrice simmetrica A= | """ ~°° 77 """ | . Consideriamo la
[07°%} . N Apn
successione di matrici simmetriche A(1),..., A(r),...,A(n) = 4, A(r) € M(r,R) la sottoma-
trice di A di ordine r sulle prime 7 righe e r colonne. Poniamo ag = 1 e a, = det(A(r)) per
r > 0. Consideriamo la successione :

(6.6) (x)ag =1,a1,...,Gr, ..., Gp.
Si ha cambiamento di segno nella (6.6) nella posizione i se a;a;+1 < 0.

PROPOSIZIONE 4.3. Assumiamo a; = det(A(:)) # 0, i« = 1,...,n. Sia o il numero dei
cambiamenti di segno nella successione (). Allora la segnatura di g4 ¢ (n — o,0).
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DIMOSTRAZIONE. Sia & = {ej,ea,...,e,} la base standard; per r < n, poniamo V(r) =
spanfeq, ..., e.]; si ha

ocv(@)c---cV(r)c---CV(n) =R"

Identifichiamo V (r) con R" (R" = {(aq,...,a:,0,...,0)} C R™). La restrizione di g4 a R" =
V(r) ha matrice associata A(r) rispetto alla base {eq,...,e,}. Confrontiamo la segnatura delle
forme qa() € qa(r41), entrambe non degeneri. Dal Lemma precedente sappiamo che I'intero
che regola gli spazi negativi aumenta se e solo se il segno di det(A(r)) & diverso dal segno di
det(A(r + 1)). Questo avviene se vi & un cambiamento di segno nella successione (6.6). Se
(n—o0,0) ¢ la segnatura di A (¢a), allora ¢ ¢ il numero dei cambiamenti di segno in (6.6). O

PROPOSIZIONE 4.4. Sia A una matrice simmetrica reale; A ¢ definita positiva se e solo se
det(A(i)) >0,i=1,...,n.

DIMOSTRAZIONE. Se g4 definita positiva le restrizioni q4(;) a V (i), sono positive, e quindi
det(A(i)) > 0. Viceversa se det(A(i)) > 0 per ogni ¢ allora per la proposizione precedente la
segnatura di ¢4 (n,0) e quindi la forma definita positiva. O

Osservazione. Il criterio non va usato pedestremente: alcune volte puo convenire per esempio
considerare i minori partendo dal basso.

3 a+3 0 3
ESERCIZIO: Si consideri X (a) = “ —5 3 —Oa (1) 8 € M(4,R), con a parametro reale.
3 0 0 1

(1) Dire per quali valori di a X (a) & diagonalizzabile su R.
(2) Calcolare, al variare di a, la segnatura della forma quadratica associata ad X (a).
(3) Calcolare autovalori e autovettori di X (—3).

ESERCIZIO: Si consideri la seguente applicazione ¢(s) : R* x R* — R :
qﬁ(s)((:z:,y,x,t), (@', y, z',t')) = 24z’ +syy' + 22"+ (5—s)tt' +2sxy’ +2syx’ + 2t +t2' —cos(s)ty’.
(1) Dire per quali valori del parametro reale s
(a) ¢(s) e bilineare;
(b) ¢(s) & simmetrica;
(¢) &(s) & un prodotto scalare.

(2) Nei casi in cui vale (c), costruire una base ortogonale per R? rispetto a tale prodotto
scalare.

Esercizio: Siano A € M(n,R) e B ="' AA. Dimostrare che B & simmetrica e che gp ¢
semidefinita positiva, e che & definita positiva se e solo se A ¢ invertibile.
5. Applicazioni bilineari antisimmetriche

Ritorneremo ai prodotti scalari nel prossimo capitolo. Ora vogliamo occuparci delle forme
antisimmetriche. Sia V' uno spazio vettoriale su K e

Q:VxV-K

una applicazione bilineare antisimmetrica. Noi supporremo la caratteristica di K diversa da 2
(2 # 0); in questo caso Q(u,u) = —Q(u,u) e allora Q(u,u) = 0.

LEMMA 5.1. Siano v e w due vettori di V tali che Q(v,w) = 1, esia L :== {u € V
Q(v,u) = Q(w,u) = 0}. Allora:

i) v e w sono linearmente indipendenti;



61

ii) L & un sottospazio vettoriale di V;
iii) L& spanfv,w] = V.

DIMOSTRAZIONE. i) Se av+bw = 0, allora 0 = Q(av+bw,v) = aQ(v,v)+bQ(w,v) =
—b (quindi b = 0), ma anche 0 = Q(av + bw,w) = aQ(v,w) = 0 (quindi a = 0).
ii) B una verifica.
iii) Per provare che L& span[v, w]| = V, dobbiamo vedere:
(a) LN spanfv,w] = {0}.
Sia u € LN span[v,w]; allora u = av + bw; da Q(u,v) = Q(u,w) = 0 si trova
a=0,b=0.
(b) L+ spanfv,w] = V.
Sia u € V; siano inoltre b = Q(v,u) e a = Q(w, u). Se v’ = u + (av — bw), si ha:
Qv,u') = Qv u+av — bw) = Q(v,u) — bQ(v, w);
Qw,u') = Q(w,u) + aQ(w,v) = 0.
Quindi v’ € L e u = (av — bw) + v’ € spanfv, w] + L.
O

PROPOSIZIONE 5.2. Supponiamo dimV = n < +o0, @ bilineare e antisimmetrica su V;
allora esiste una base di V {vy,...,vg; w1, ..., Wk, u1, ..., us} tale che Q(v;,w;) = 1; Q(w;, v;) =
—1; Q(vi,wj) =0sei# j Q(vs,u;) = Q(w;,u;j) =0 per ogni i e j. La matrice associata a tale
base

O I, 0
J(/C,S) = —Ik 0 0
O O 0,

DIMOSTRAZIONE. Induzione sulla dimensione.

(1) n=1. Non vi ¢ nulla da dimostrare Q) = 0.

(2) n > 1. Se @ = 0 non vi & nulla da dimostrare, altrimenti esistono v e w in V
con Q(v,w) = a # 0, posto v; = v e w; = a *w si ha Q(vy,w;) = 1, sia L =
{v € V : Qv,u) = Q(wy,u) = 0}. Dal lemma si ha L& < vl,wl >= V,

dim(L) = n — 2. Se P & la restrizione di ) a L esiste per induzione una base
{va, ..., vp;wa, ..., WE,u1,...,us}, ul,...;us di L: tale che matrice associata a P &
0 Iy O
Jk=1,s)=|—1Ip—1 O 0
(0] O 0
La base di V cercata & allora {vy,...,vp; w1, ..., Wg, UL, ..., Us}
U

Osservazione. L’intero k e quindi il rango classifica la congruenza delle forme. Come corollario
immediato si ha:

COROLLARIO 5.3. Ogni matrice antisimmetrica di ordine n & congrua a J(k, s), con 2k+s =
n; in particolare il suo rango e pari.






CAPITOLO 7

Spazi vettoriali Euclidei

In questa sezione analizzeremo le strutture indotte su uno spazio vettoriale reale da un
prodotto scalare. In particolare questo permettera di calcolare le distanze e gli angoli tra due
vettori.

DEFINIZIONE 0.4. La coppia (V,g) con V spazio vettoriale reale e g prodotto scalare su V
sard chiamata spazio vettoriale euclideo (s.v.e.).

Nel seguito useremo 1’abbreviazione g(v,w) = (v,w). Allora, per ogni v,w in V, (v,w) € R

(1) (v,w) = (w,v),
()(av+bu w) = a(v,w) + b(u,w),
(3) (v,v) >0,ev#0= (v,v) >0.

La norma di un vettore v sara per definizione |[v]| = /(v,v).

1. Processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt

Siano vy, ..., v vettori linearmente indipendenti di (V,(-,-)) (s.v.e.) poniamo induttiva-
(Uz, Ul) (02,1111)
mente wy; = Vi, W =V — 7/ W1 =V — 7—V1;
(w1, wr) (w1, w1)
i—1
Vi, W
(71) w; = v; — ij.
j=1 (wj7wj)
ProrosiziONE 1.1. Il sistema di vettori wq, ..., wy cosi costruito € ortogonale; inoltre, per
ogni 4, si ha: spanfwy, ..., w;] =span[vy, ..., v;].

DIiMOSTRAZIONE. Vediamo subito che, per linearita:

= (v1,v2) — (v 7(112,101)1) = (v1,v —(Uz’m)v V1) =
(w1, wz) = (v1,v2) (1’(w1,w1) 1) = (vi,v2) (U17U1)( 1,v1) = 0.

Supponendo induttivamente che (w;, ws) = 0 se s < i e j < 4, vogliamo vedere che vale
(ws,w;) =0se s <i.
Supponendo induttivamente che:

(ws, w;) = (ws, v; — Zj = 1i_17(vi’wj) wj) = (ws, v;) — Zj = 11_17@“1%) (ws, w;).

(wj, w;) (wj, wy)
Tutti i termini nella sommatoria sono nulli con ’eccezione del termine j = s.
Vi, W
(0209) = (1, 05) = {22 0, 10) = (a0,00) = (02, 03) =0,
Poniamo ora V(s) = span(vy,...,vs] e W(s) = spanfwy, ..., w;s]; chiaramente V(1) = W (1).

Supponiamo di aver gia dimostrato che V(j) = W(j) per j < i e proviamo che V(i) = W(i).

63
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Intanto sappiamo per induzione che spanfwy,...,w;_1,v;] = spanfvy,...,v;—1,v;] = V(i) e
spanfwy, ..., w;—1,w;] = spanfvy, ..., v;—1,w;] = W(i). Dalla formula (7.1) si ha che w; & com-
binazione lineare dei w; (j < ¢) e di v;: dunque w; € spanfws, ..., w;—1,v;] = V(i) = W(i) C

V(i). D’altra parte:
(vi,wy)
" 7w1+2 w],wj
quindi v; € W (i), e span[vy, ..., v_1,v;] = V( ) C W(i); segue che V(i) = W (i). O

Nota. Il processo di ortogonalizzazione lascia fisso ogni sistema ortogonale.

COROLLARIO 1.2.
(1) Se W C V' un sottospazio e dim W = m < 400, esiste una base ortogonale (ortonor-

male) di W.
(2) Se dimV =n < 400, allora si pud completare ogni sistema ortogonale (ortonormale)
w1, ..., w; ad una base ortogonale (ortonormale) di V.
DIMOSTRAZIONE.
(1) Si applichi ad una qualsiasi base {wy,wa,...,w,} di W il processo di ortogonalizza-
zione.
(2) Si completi {wy,ws,...,wy} ad una base {wy,..., W, Vmt1,...,0,} & cui si appli-

chi il processo di ortogonalizzazione. Per avere basi ortonormali basta dividere ogni
vettore per la sua norma.

O

Osservazione. Dal Corollario segue immediatamente che, se dimV = n < +oo, per ogni
prodotto scalare su V' esiste una base ortonormale. Ovvero ogni matrice quadrata positiva
e congrua all’identita. Questo e gia stato dimostrato. Il lettore attento avra gia notato che
il processo di ortogonalizzazione non ¢ altro che il procedimento del teorema Lagrange (2.4)
semplificato dal fatto che ¢(v) # 0 quando v # 0.

1 2 0
Esercizio: A= [2 5 0| & definita positiva. Trovare una base ortonormale del prodotto
0 0 2

scalare (z,y)a =' xAy.

SoLuzIoNE. Cominciamo a trovare una base ortogonale: partiamo dalla base standard €.
Abbiamo (e1,e1)a =1; (e1,e2)a = 2; (e1,e3)a = 0; (e2,e2)a = 5; (e2,€3)a = 0; (e3,e3)a = 2.

-2
Poniamo wy = e, wy = ey — %el = eg — 2¢1 = (1) ; wz = e3 (es & ortogonale a e
ed ey, quindi a wy). Per normalizzare dobbiamo calcolare le norme: |le1]| = 1;|les|| = V2 e
1 -2 0
(wa, w2) =t wy Aws = 1, quindi ||wz|| = 1. La base ortonormale e: {0 ]; [ 1 |; | O |. O
0 0 NG
Su R" indichiamo con (z,y)s ="' zy il prodotto scalare standard. La base standard & =
{e1,ea,...,e,} & ortonormale. La coppia (R™, (-,-)s) € lo spazio vettoriale euclideo standard. Se
V ha dimensione n e V = {v1, va,...,v,} & una base ortonormale rispetto a (-, -), applicazione

coordinata ¢ F,, : V. — R"; allora (F,(v), F,,(w))s = (v, w). Il prodotto scalare scritto nella base
ortonormale diventa il prodotto scalare standard, quindi I’ isomorfismo V < R" & isomorfismo
di spazi vettoriali euclidei.
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DEFINIZIONE 1.3. (coefficienti di Fourier) Se V = {v1,v,...,v,} & un insieme di vettori
(v,v4)s

oo St dicono coefficienti di Fourier di v
1Y )s

non nulli di V' (s.v.e). Se v € V, gli scalari a; =
rispetto a V.

PROPOSIZIONE 1.4. i) SeV = {vy,vs,...,v,} & un sistema ortogonale (ortonormale)

diVev=avi+...+a;v;+. . . +apv, allora a; = EZ v:;

i) [|v)? = (>, (vi,v)® 7) (se v & ortonormale, || =3, (vi, v)?).

(vi,v:)

(se V ¢ ortonormale, a; = (v,v;).

DIMOSTRAZIONE. 1) (v,v;) = (a1v1 + ...+ av; + ... + apvp, v;) = a;(v, v;).
i) (v,0) =Y, (a;)%
O
EseEMPIO: Indichiamo con CO([O 27],R) l'insieme delle funzioni continue dall’ intervallo [0, 27]
in R. Sia (f,g) fo z)dz; esso & un prodotto scalare. Infatti fo z)%dr > 0, e

027r f(x)%dx = 0 implica f( ) = 0. Ora, il sistema (infinito) di vettori

{1;sin(x),...,sin(nz)...;cos(x),...,cos(nzx),...}

¢ ortogonale. Se f € C°([0,27],R), si possono calcolare i coefficienti di Fourier di f e scrivere
la classica serie di Fourier di f :

ap + Z by, sin(nx) + Z ¢, cos(na).

Con le opportune definizioni di convergenza, la serie di Fourier converge a f. La terminologia
prende appunto il nome da questo importante esempio.
Concludiamo con una applicazione semplice, ma di grande prospettiva:

TEOREMA 1.5. (rappresentazione delle forme lineari) Sia (V, (-, -) uno spazio vettoriale
euclideo di dimensione finita. Se L : V' — R & una applicazione lineare (L € V*), allora esiste
ed € unico un vettore v € V tale che:

L(w) = (v, w)
per ogni w € V.

DIMOSTRAZIONE. Sia V = {v1,vs,...,v,} una base ortonormale di V. Se w = x1v1 +zov2+
<+ 4 TpUp, si ha:
L(w) = z1L(v1) + z2L(va) + - - + 2, L(vy).

Ponendo v = L(vy)vy + L(va)ve + - - - + L(vp)vn, si trova L(w) = (v,w) per ogni w.
Per lunicita: se (v,w) = (v',w) per ogni w si ha (v — v',w) = 0 per ogni w, ma allora
(v—2',v—2")=0equindi v ="7". O

Osservazione. Sia V uno spazio vettoriale su K e s : V x V — K un’applicazione bilineare.
Indichiamo con S : V' — V* la funzione lineare definita come segue. Per ogni v, S(v) : V — K
¢ quella funzione lineare tale che per ogni w in V' :

S(v)(w) = s(v,w).

Supponiamo s non degenere, cioe S iniettiva. Nel caso in cui V' ha dimensione finita, dall’u-
guaglianza dim(V') =dim(V™*) si ha che S ¢ biettiva. Allora se L : V — K & lineare (L € V*)
esiste ed & unico un vettore v in V tale che S(v) = L. Ovvero, per ogni w in V| s(v,w) = L(w).
Il teorema di rappresentazione vale.
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2. Struttura metrica di uno spazio vettoriale euclideo

Veniamo ora a vedere che gli spazi vettoriali euclidei sono dotati in modo naturale di una
metrica e quindi di una topologia. La proposizione chiave e la seguente:

PROPOSIZIONE 2.1. (disuguaglianza di Schwarz) Sia (V,(-,-)) uno spazio vettoriale
euclideo; per ogni v e w vettori di V si ha:

(v, w)| < [[oflflwl,
con uguaglianza se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.

PRIMA DIMOSTRAZIONE. Se v o w sono zero non vi ¢ nulla da dimostrare. Altrimenti
facciamo partire il breve processo di ortogonalizzazione. Poniamo:

(v, w)

u=w-— (v,v)v; (u,v) =0.
Allora:
v, w VW ’Uw2
0 < (u,u) = (u,w— ((1; U;U) = (u,w) = (w — ((v’ v))v,w) (w,w) — ((1’} v)) .

Quindi (v,w)? < (v,v)(w,w). Estraendo la radice quadrata si ottiene la disuguaglianza di
Schwarz. L’uguaglianza si ha se e solo se (u,u) = 0, ma questo implica che © = 0 e quindi

w— ((1;15)) v =0, cioe v e w linearmente dipendenti. O

SECONDA DIMOSTRAZIONE. Se v e w = av sono dipendenti, allora:
|(v,0)| = |(v, av)| = al[[o]|* = [lw]l[}v]|-

Siano ora v e w indipendenti; sia W := span[v,w] lo spazio (il piano) generato da v e w
(dim(W) = 2). La restrizione del prodotto scalare (-,-) definisce un prodotto scalare su W.
Utilizzando la base {v,w} per costruire la matrice associata a tale forma bilineare simmetrica

troviamo:
e (v,0) (v, w)
(w,v)  (w,w)/”
Essendo A una matrice positiva (associata ad una forma positiva), si ha:
det(A) = (v,v)(w,w) — (v,w)* > 0.

Un corollario immediato della disuguaglianza di Schwarz ¢ il seguente:

CoROLLARIO 2.2. (disuguaglianza triangolare) Per ogni v e win V : |jv + w|| < ||v|| +
[[wl].

DIMOSTRAZIONE. [[v + wl||? = (v + w,v + w) = |[v]|? + ||w]|* + 2(v,w) < [Jv|* + |Jw|? +
2|(v, w)| < JJvl* + [Jwl® + 2[[o[[lw]| = (lv]l + llw])?.
Estraendo la radice quadrata si ottiene: ||v + w| < ||v]| + ||w]|- O

Osservazione. Rispetto al prodotto scalare standard di R™ e in (8.1.4) la disuguaglianza di
Schwarz e quella triangolare si scrivono rispettivamente:

(1)
|Z$zyz| <
i—1
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n

n n
D@ty < | D D vk
=1 1=1

=1

\ f dx|<\//27rf de\//27rf V2dx;
\//% z)+g(x 2dx<\//27rf 2dx+\//2ﬂf )2dx.

Dovrebbe essere chiaro che le disuguaglianze (si veda la seconda dimostrazione di quella di
Schwarz) sono proprieta del piano vettoriale euclideo. Nel piano, quella triangolare, & quella
classica della geometria di Euclide.

DEFINIZIONE 2.3. Sia V, (-, -) (s.v.e) costruiamo d : V x V xR definita da d(v, w) := ||[v—w][;
d(v,w) & la distanza tra v e w.

(8.2.1)

PROPOSIZIONE 2.4. La distanza d definisce una metrica su V'; per ogni u, v e w in V valgono:
I) dlv,w) > 0edv,w) =0 v=uw;
II) d(v,w) = d(w,v);
IT) (disuguaglianza triangolare) d(v,w) < d(v,u) + d(u, w).
Valgono inoltre
IV) (compatibilita con le traslazioni) d(v 4+ u, w + u) = d(v, w);
V) (compatibilita con le dilatazioni) per ogni a € R d(av, aw) = |ald(v, w).
DiMOSTRAZIONE. La I, IT e la IV, V sono immediate. La I1] ¢ la disuguaglianza trian-
golare. Infatti

d(v,w) = [[v —wl| = [[(v =) + (u = w)|| < [Jo —u| +[Ju — w]| = d(v, u) + d(u, w).
U

Topologia Fuclidea. La disuguaglianza triangolare permette di definire una struttura di spazio
topologico su V (s.v.e.). Ricordiamo la costruzione. Sia r un numero reale positivo e v un
vettore (punto) di V; sia:
Dw,r)={weV : dv,w) <r}.

D(v,r) ¢ il disco aperto di centro v e raggio . Ora A C V si dice aperto se A & unione di dischi
aperti oppure A & vuoto. Indichiamo con 7 la famiglia di aperti.
EsErci1z10: Dimostrare che:

a) Veler;

b) {Ai}iel eA,eT — UiEI A; € T

C) 1416’7'7 AreT— AiNAy e

Un insieme X dotato di una famiglia 7 di sottoinsiemi avente le proprieta a),b) e c) dell’e-
sercizio € uno spazio topologico. Una funzione f tra due spazi topologici X e Y si dice continua
se per ogni aperto A di Y f~1(A) & aperto di X.

DEFINIZIONE 2.5. Siano v,w € V e v # 0,w # 0. Si pone:

(v, w)
o]/l

cos(P(v,w)) =
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Osservazione. La definizione ¢ ben data per la disuguaglianza di Schwarz . Un angolo ¥ €
[-7, 7] & individuato, a meno del segno, dal coseno (cos(¢) = cos(—)). Conoscere il coseno
dell’angolo equivale a determinarne il valore assoluto.
11 piano euclideo. Torniamo al piano I1 della geometria euclidea. Attraverso il trasporto parallelo
si ¢ associato a II uno spazio vettoriale reale V' (II) di dimensione 2. Quando una unita di misura
¢ fissata su V/(II) risulta definito un prodotto scalare. Fissato un punto O (origine) di II e la
biezione 0 : P — V(P). Se v = O(P) = OP poniamo ||v|| = d(OP), la distanza di P dall’origine.
Allora se v =0O(P) e w = O(Q) e ¥ & 'angolo tra v e w (se v 0 w sono zero si sceglie un angolo
qualsiasi) si pone
(v, w) = [[ollje] cos(v).

Dimostrare che (-,-) ¢ un prodotto scalare & un esercizio di trigonometria. Procediamo in

altro modo, costruiamo due rette perpendicolari passanti per O.

Il teorema di Pitagora dice:
d(0, P)* = d(0, A)* + d(A, P)* = d(O, A)? +d(O, B)%.
Sev=0A¢ew=0DB,siha
lv + wlf* = Jol* + [lw]|*;
se a e b sono due scalari:
lzv + ywl* = 22||v]|* + y?|lw]®
(Teoremi di Pitagora e di Talete). Ora zv = O(A4’) e yw = O(B’) zv + yw = O(P’). Poniamo
a=|v[*eb=w|?
q(z,y) = |lzv + yw||2 = az® + by?
¢ una forma quadratica definita positiva. Se d(OA) = d(OB) = 1 abbiamo
q(z,y) = a* +y°.

Utilizzando la corrispondenza di Cartesio con assi ortogonali e di vettori base unitari il

piano vettoriale euclideo € isomorfo a quello standard.

3. Matrici ortogonali e isometrie

Riconsideriamo il prodotto di matrici. Sia (-,-) il prodotto scalare standard di R™ e &

{e1,ea,...,e,} la base standard dei vettori colonna di R™. Siano A = (v1,...,v,) e B =
(w1,...,wy). Ae B e M(n,R), dove i v; e i w; sono vettori colonna.
(wi,v1) ... (wi,v5) ... (w1,v)
‘BA= | (wj,v1) ... (wi,v;) ... (wn,v)
(’LUZ‘,’Ul) (wi,vj) (wn,vj)

Il prodotto di matrici ¢ una collezione di prodotti scalari. Indichiamo con O(n) il gruppo
delle matrici ortogonali reali; A & ortogonale se e solo se:

(vi,v1) ... (vi,v5) ... (vi,vn)
I= A= (o) ... (ivy) - (vn0y)

(vi,1) ... (vi,v5) (Un, V)
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cioe (v;,v;) =1 e (v;,v;) =0se i # j.
PROPOSIZIONE 3.1. . Sia A € M(n,R): sono equivalenti
i) A€ O(n);
ii) le colonne (e le righe) di A sono una base ortonormale di R™
iii) (Av, Aw) = (v, w) per ogni v,w € R™.
iv) ||Av|| = |lv|| per ogni v € R™.
DIMOSTRAZIONE.

i) <= ii) gia stata dimostrata.
i) <= iii) Se A & ortogonale (Av, Aw)=w(*AA)w =" vw = (v,w). Se (Av, Aw) = (v,w) allora
W(tAA)w =t v(*w e quindi

W(*AA — Nw =" v("'B)w =0

Ove B ='"AA — I, ma allora B = 0 (la forma bilineare associata a B ¢ nulla).
iii) <= ) Ovvia.

iit) = i) Da [|A(v +w)| = [lv+wlf; [[Av]| = [[o]; |A(w)[| = [lwl, ricaviamo (v + w, v + w) =
(A(v+w), A(v+w)) : (polarizzazione) (v, v)+2(v, w)+(w,w) = (Av, Av)+2(Av, Aw)+
(Aw, Aw) :
(v,w) = (Av, Aw).
U
COROLLARIO 3.2. Se A € O(n) e A € R un autovalore di A allora A=+10 A= —1.
DIMOSTRAZIONE. Se Av = Av con v # 0 si ha
[0l = | Av]| = [[Av[] = [A[][]-
Quindi [A| = 1)|jv]| =0: |\ =1. O

DEFINIZIONE 3.3. Sia (X, d) uno spazio metrico. Una applicazione suriettiva f : X — X &
una isometria se d(f(x), f(y)) = d(x,y) per ogni coppia z e y di punti di X

Osservazione. Ogni isometria ¢ ovviamente continua; inoltre ¢ iniettiva: se f(x) = f(y), allora
0=d(f(z), f(y)) = d(z,y), quindi z = y.
EseErcizio: La composizione di due isometrie ¢ una isometria, e 'inversa di una isometria e
una isometria.

Se A € O(n) & v € R" possiamo costruire la funzione H(A4,v) : R" — R™:

H(A,v)(z) = Az+wv
PROPOSIZIONE 3.4. La funzione H(A,v) ¢ una isometria rispetto alla metrica euclidea.

DIMOSTRAZIONE. d(H(A,v)(u), H(A,v)(w)) = |[(Au + v) — (Aw + v)|| = ||A(u — w)|| =
lu — wl| = d(u, w). O

Nota. La funzione H(A,0) & l'operatore associato alla matrice A mentre H(I,v) ¢ la traslazione
per il vettore v. Indichiamo con :
G(n)={FeB,:F=H(Av),A€0(n),veR"}.

PROPOSIZIONE 3.5. Sia B, 'insieme delle applicazioni biettive di R, G(n) € un sottogrup-
po di B,.
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DIMOSTRAZIONE. Componendo: H(A,v)o H(B,w)(x) = H(A,v)(Bx+w) = A(Bx+w)+
v = ABz + (Aw + v). Quindi
H(A,v)o H(B,w) = H(AB, Aw + v).
Allora H(AY, —A~'v) o H(A,v) = H(I,0) = id :
(H(A,v)) ' =H(A™!, —A" ).
O
Il gruppo G(n) & detto il gruppo delle rototraslazioni di R™ o gruppo galileano. Abbiamo
visto che ogni elemento di G(n) € un’isometria di R™; ora proveremo che G(n) ¢ esattamente il

gruppo delle isometrie di R™.
ESERcIZIO: Dimostrare che H(A,v) & biettiva.

TEOREMA 3.6. Una funzione F': R® — R”™ & una isometria rispetto alla metrica euclidea
se e solo se F' € G(n) ovvero F' = H(A,v).

Premetteremo alcuni lemmi.

LEMMA 3.7. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia F' : V — V un’ isometria tale che
F(0) = 0 allora
i) (v,w) = (F(v), F(w));
ii) F & lineare.
DIMOSTRAZIONE. i) Notiamo che d(0, F'(v)) = d(0,v) d(0, F(w)) = d(0,w), allora
IF@)I? = [[v]]* e [|F(w)][* = [lw]]?, inoltre
| (w) = F(0)]|* = d(F(w), F(v))* = d(w,v)* = [Jw — v||”

[F(w) = F)|I? = [F(w)|I* + [ F (@) = 2(F(v), F(w)) = [[w]] + [[v]|* = 2(v,w) = Jw — v]]?
Quindi
2(v,w) = 2(F(v), F(w)).
ii) F(va—w) =F@)+ F(w) < |F(v+w) — F(v) — F(w)||* = 0.
|F(+w) = F(v) = Fw)|* = (F(v+w), F(v+w))+ (F(v), F(v))
+(F(w), F(w)) = 2(F(v + w), F(v))
—2(F(v+w), F(w)) + 2(F(v), F(w)),

e, usando la prima parte del lemma, risulta:

IF(v+w) = F(v) = Fw)|* = (v+w,v+w)+(v,v)
+H(w,w) —2(v +w,v) — 2(v + w, w) + 2(v,w)
= 0.
Si ha:
F(Av) = AF(v) <= ||[F(\v) — AF(v)||> = 0.
Ora ||F(\v) — AF(v)||? = (F(\v) — AF(v), F(Av) — AF(v)) = (F(\v), F(\v))

v +
N(F(v), F(v)) — 2X\(F(\), F(v)) = (usando la prima parte del lemma) (\v, \v) +
A2(v,v) — 2X(\v,v) = 0.

g
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CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA. Se F' & una isometria di R™, sia
K : RnRn,K(z) = F(z) — F(0). Allora K una isometria e K(0)=0. Ne segue che esiste una
matrice ortogonale A tale che
F(z) — F(0) = FA(z) = Az
Quindi F(x)=Ax+F(0), poniamo F(0)=v si ha F=HA,v. O

4. Proiezioni ortogonali
Sia (V, (+,+)) uno spazio vettoriale euclideo. Sia W un sottospazio di V sia:
Wt={veV : (v,w)=0YweW}
Si Noti che W & un sottospazio di V', se v e u sono in W | a e b sono scalari e w € W allora
(av + bu,w) = a(v,w) + b(v,u) =0+ 0= 0.

Notiamo che W+ contiene tutti i vettori ortogonali a tutti i vettori di W.

DEFINIZIONE 4.1. Lo spazio W+ detto lo spazio ortogonale a W.

(8.4.1)

PROPOSIZIONE 4.2.

i) Wnwt =0

ii) (A+ B)* = At nBL.

iii) W c (wht

iv) Se dim W) =n < +oc allora V=W @ W,

v) Se dim W) =n < +oo allora W = (W)*.

DIMOSTRAZIONE.

i) Seve WNWH allora (v,v) =0 (ve W e v € WL. Quindi v = 0.

ii) Se v € (A+ B)* allora (v,a +b) = 0 per ogni a € A e binB, posto a = 0 abbiamo
v € B, prendendo b = 0 si ha v € AL, Se viceversa v € AUB allora (v,a + b) =
(v,a) + (v,b) =0 ev e (A+ B)*.

iii) ovvio.

iv) Sia wy, ..., win una base ortonormale di W si ha allora

veEWl << (v,w;) =0, i=1,2,...n.
Ora se v € V poniamo
w = (v,w)wy + ... + (v, w;)w; + ... + (v, wp)wy,

w e W. Siau =v—wora (u,w;) = (v—w,w;) = (v,w;) — (w,w;) = 0. Quindi u € W+
e v =w -+ u ne segue che V=W @ W+ la somma diretta per i).
v WoaWt=VeWc (WhHt Seve (W) scriviamo v = w+u con w € W e
weWt u=v—weWwtn(WwhH)t=0.
O

COROLLARIO 4.3. Se dim(V) = n < +oo0 e dim(W) = k, allora dim(W+) =n — k.
DIMOSTRAZIONE. Ovvia. O

DEFINIZIONE 4.4. (decomposizione ortogonale) Una decomposizione V = A; @ Ay @
-+ @ Ay, si dice ortogonale se per ogni v; € A; e v; € Aj, con i # j, si ha (v;,v;) =0, e gli 4;
non sono banali.
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Osservazione. La decomposizione V = A; @ Ay @ --- @ Ay, & ortogonale se e solo se (A;)* =
A1 @ D A1 D Aiy1 @ --- & Ag. In particolare, nel caso di dimensione finita, se W & non
banale allora W @ W+ ¢ una decomposizione ortogonale di V.

Proiezione. Se V =W @ W, ogni vettore v € V si decompone in modo unico
v=w4+w weWew € Wt.
Poniamo allora p=pw : V — V|
plw+w') = w,
p la proiezione ortogonale su W.

PROPOSIZIONE 4.5.

1) La funzione p ¢ lineare.
i) Im(p) = W-
m) ker(
) P
)

(v,

v
DIMOSTRAZIONE.

n=v
oo

))dim (v, w) per ogni w € W e se vale d(v, p(v)) = dim(v,w) allora p(v) = w.

i),1%) e 1i1) ovvie.
i) p*(v) = p(p(v) +0) = p(v).
v) Seu € Weu € Wt |lu+d|? = |lul||2 + |[v/|? (Pitagora). Se w € W, d(v,w)?
lv —wl]* = [lp(v) —w+w")||* = [Ip(v) —w[* + [[w’||? [|w'[|* = v —p(v)|I = d(v, p(v)

I:I‘.-’II

Osservazione. La proiezione ortogonale p(v) ¢ il punto di minima distanza da v ad un sotto-
spazio vettoriale.

SeV =A@ --@ A, ¢ una decomposizione ortogonale, e p; = p4, : V — V & la proiezione su
Aj, allora v = py(v) + -+ + pr(v).

5. Il gruppo ortogonale

In questa sezione vogliamo studiare il gruppo ortogonale O(n). Ci & difficile sopravalutarne
la sua importanza geometrica, abbiamo gia visto come esso sia in qualche modo il cuore del
gruppo di Galileo delle isometrie degli spazi euclidei.

Considerazioni topologiche elementari. Se identifichiamo M = M(n,R) con R"z, possiamo
definire su M la topologia euclidea. Questa topologia e indotta dal prodotto scalare

g(A, B) := tr (AB);

sia [|A]|pm la norma indotta. Questa ha alcune importanti proprieta: se A = (wy, ..., wy),

[Av]l = [I((v, w1), .-,

n

< D lwilPllol® = ol

i=1

Schwartz

n
D lwill® = Al o]l
i=1
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Inoltre, se B = (v1,...,v,) :
IABlam = | Y (wiswy) < | > NillPllwgl2 = | O Il lw;[12) = 1Al sl B aa-
ij=1 ij=1 i=1 j=1
Ricapitolando:
(7.2) [Av[| < [[Almllvll e [JAB[lar < [[Allal| Bl aa-

PROPOSIZIONE 5.1. 1l sottoinsieme O(n) di M é&:
i) compatto;
ii) non connesso.

DIMOSTRAZIONE. i) Dobbiamo provare che O(n) ¢ chiuso e limitato.

(a) Chiusura. Si consideri lapplicazione F' : M — M definita da F(A) =" AA;
F ¢ continua (verifica: F si ottiene per composizione di A — (A,!A) e della
moltiplicazione (A, B) — AB) e O(n) = F~!(I) : la controimmagine continua di
un chiuso ¢ chiusa.

(b) Limitatezza. Se A € O(n), ||A|lm =V tr AA = /n.

ii) La funzione determinate ¢ continua (polinomiale) e det(O(n)) = {1, —1}.
Se J = <_01 IO ) , si ha che det(]) = 1 e det(J) = —1. Se O(n) fosse connesso
n—1
esisterebbe una matrice A in O(n) tale che det(A) = 0, una contraddizione.
O

Osservazione. La moltiplicazione m : O(n) x O(n) — O(n), definita da m(A,B) = AB, e
Iinversa ¢ : O(n) — O(n), definita da ¢(A) = A=! = A, sono continue; questo rende O(n)
(e GL(n,R)) un gruppo topologico cioé un gruppo dotato di una topologia le cui operazioni
algebriche sono continue.

DEFINIZIONE 5.2. (gruppo ortogonale speciale) Sia SO(n) := {A € O(n) : det(4) =
1}; SO(n) & un sottogruppo di O(n) detto gruppo delle matrici ortogonali speciali.

SO(2). Sappiamo che ogni matrice ortogonale con determinante 1 ¢ una matrice di rotazione

_ (cos(¥) sin(d)) . _ , . .
A(9) = <sin(19) cos(®) ) si ha che A(¥)A(w) = A(Y + w). Loperatore associato Fy & una
rotazione di angolo ¥ nel piano e ha come autovalori e??. Possiamo allora identificare SO(2) con
il cerchio unitario di centro l'origine nel piano, ovvero con gli angoli, mediante la corrispondenza
Fy — (cos(9), sin(19)).

Orientazione di uno spazio vettoriale reale. Vogliamo affrontare il problema della misu-
razione degli angoli. Premettiamo la seguente definizione valida per spazi reali.

DEFINIZIONE 5.3. Sia V uno spazio vettoriale reale (euclideo) t.c. 0 < dim(V) = n < 4o0.
- Due basi ordinate di V, V e W, definiscono la stessa orientazione se il determinate
della matrice del cambiamento di basi ¢ positivo; in tale caso poniamo V = W.
- La = definisce una relazione di equivalenza sulle basi ordinate di V.
- Una classe di equivalenza di &~ ¢ una orientazione di V.
- Uno spazio vettoriale & orientato quando una orientazione di V' ¢ stata scelta.

Osservazione. Su V vi sono sempre due sole orientazioni, precisamente V = {v1,va,...,v,} €
V' = {—v1,...,0,}. Lorientazione standard di R™ & quella definita dalla base standard, su R
le due orientazioni sono date da +1 e —1.
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Ritorniamo (un tormentone) al piano della geometria Euclidea. Indichiamo con V(II) lo
spazio vettoriale della geometria Euclidea e con (-, ) il prodotto scalare indotto dalla distanza
euclidea. Fissiamo una base ortonormale {E, F'} di V(II) e quindi una sua orientazione.

LEMMA 5.4. Se v & un vettore unitario di V/(II) esiste ed ¢ unico un vettore w unitario t.c.
{v,w} sia ortonormale e definisca la stessa orientazione di {E, F'}.

DIMOSTRAZIONE. Essendo v unitario, v = cos(¢)E + sin(J) F.
Esistono solo due vettori w e w’ di norma 1 tali che (v,w) = 0: w = —sin(¢)E + cos(I)F e
w’ = —w. Solo {v,w} definisce la stessa orientazione di {E, F'}. O

Dati due vettori non nulli o e ¢ vogliamo ora definire 'angolo ¥(o,({) € [—m, x| tra o e
¢. Siano v = Zr e u = ﬁ Preso w t.c.{v,w} sia la base ortonormale costruita nel Lemma
precedente, si ha:

(7.3) u = cos(¥)v + sin(VP)w.

Quindi possiamo determinare 9(v,u) = ¥(0,() in [—7, [ per cui vale la (7.3).
Conclusione. Nel piano euclideo il prodotto scalare permette la definizione di |9¥(o, {)|, Uorien-
tazione permette la scelta del segno di ¥(o, ().

SO(3). La struttura di SO(3) ¢ pitt complessa di quella di SO(2) (si noti che SO(2) ¢ abeliano).
Tuttavia la sua descrizione & agevole.

LEMMA 5.5. Ogni matrice A di SO(3) ammette 'autovalore +1.

DIMOSTRAZIONE. Il determinante di A & il prodotto dei suoi autovalori, e det(A) = 1. La
matrice A puo avere 3 autovalori reali z,y e t, oppure un autovalore reale x e due complessi
coniugati z e Z. Quindi avremo o zyt = 1 0 27 = x||z||* = 1. In entrambi i casi un autovalore
reale e positivo e quindi ¢ +1. O

Quindi se A € SO(3) esiste v con ||v]| = 1 tale che Av = v. Siano L = span [v] lo spazio
generato da v e L+ lo spazio ortogonale a L.

LEMMA 5.6. (1) Se w € L*, allora Aw € L+, cioe Lt & invariante rispetto all’opera-
tore associato ad A.
(2) L’operatore indotto F' : L+ — L & ortogonale e (ogni sua matrice associata) ha
determinante 1.
(3) Se A # I, allora la molteplicita algebrica dell’autovalore +1 di Aé uno.

DIMOSTRAZIONE. (1) Siaw € Lt : allora 0 = (v,w) = (Av, Aw) = (v, Aw).
(2) Sescegliamo una base ortonormale di R?, {v, w, u}, la matrice associata a F,y mediante
1 0 0
tale base ¢ B = |0 a b |. La restrizione F’ : L+ — L' & una isometria e, nella
0 ¢ d
base ortonormale {w, u}, si rappresenta con la matrice B’ = (Cz z> che ¢ ortogonale.
Ora det(B) = det(B’) = det(A) = 1. Quindi B’ € SO(2).
1 0 0
(3) La matrice B = [0 cos(¥) sin(¥) | & simile ad A; tutti i suoi autovalori sono

0 —sin(¥) cos(¥)

+
reali se e solo se sin(¥) = 0, e quindi cos(¢) =— 1, quindi, se la molteplicita algebrica
di +1 & maggiore di uno, B = I, ma allora A = 1.
O
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Abbiamo visto che la decomposizione ortogonale L @ L+ ¢ A-invariante. La retta L & 'asse
di rotazione e ¢ €] — 7, 7] & Pangolo di rotazione. Si ha allora:

PROPOSIZIONE 5.7. Ogni matrice A € SO(3), A # I, ¢ univocamente determinata dal suo
asse e dal suo angolo di rotazione.

DIMOSTRAZIONE. L’asse di rotazione L & unico quando A # I. La restrizione F' : L+ — Lt
€ una rotazione. O

Abbiamo visto che & possibile rappresentare ogni matrice di SO(3) — {I} con un asse e un
angolo. Questo permette di costruire un modello topologico. Sia:

D:{UGR3 2 ]| < 7}

il disco chiuso di R? di centro 0 = (0,0,0) e raggio 7. Se v # 0, sia L(v) = span[v] lo spazio
generato da v e ¥(v) = ||v|| €]0, 7]. Definiamo H : D — SO(3) :

H(v) = rotazione di angolo ¥(v) e asse L(v) se v #0
1 I sev=0.

PROPOSIZIONE 5.8. (1) La funzione H & suriettiva;
(2) H(v) = H(v') se e solo se v =" oppure ||v|| = ||[v/|| =7 e v = —v.

DiMOSTRAZIONE. Riscrittura della proposizione precedente. O

Osservazione. E un po’ laborioso dimostrare che H ¢ una funzione continua. Invece di far
questo, che del resto & intuitivo, vediamo come possiamo immaginarci SO(3). Sia D’ := {v €
R? : |Jv|| < 7} il disco aperto; H : D’ — H(D') ¢ biettiva. Sul bordo D := {v € R?: |jv| = 7},
cioe la sfera di centro lorigine e raggio 7, si ha invece H(v) = H(—v). Possiamo pensare SO(3)
ottenuto da D incollando i punti antipodali del bordo. E istruttivo riflettere sulla superficie che
si ottiene identificando i punti antipodali di una sfera. Se eliminate due calotte (circoli polari)
e incollate i punti antipodali rimanenti, troverete un nastro di Moebious. Questa non banalita
topologica di SO(3) ¢ legata alla teoria spinori.






CAPITOLO 8

Il teorema spettrale

In questa sezione daremo una dimostrazione del teorema spettrale. Studieremo 'interazione
tra forme bilineari e gli autovalori. Per questo il campo fissato ¢ il campo dei numeri complessi
C. Dovremo anche modificare la nozione di prodotto scalare in modo da conservare i vantaggi
della positivita che avevamo nel caso euclideo.

1. Prodotti Hermitiani
Sia V' uno spazio vettoriale definito su C.

DEFINIZIONE 1.1. (prodotto hermitiano) Un prodotto hermitiano su V' ¢ una funzione
H :V xV — C tale che:

H(v+w,u) = H(v,u) + H(w,u);
H(v,w+u) = H(v,u) + H(v,u);
H(v,w) = H(w,v) (la barra denota la coniugazione);

H()\v, )—)\H(v,w) e H(v, \w) = \H (v,w);
H(v,v) >0, e H(v,v) =0 se e solo se v = 0.

.@:CLO IS

DEFINIZIONE 1.2. Uno spazio vettoriale hermitiano ¢ una coppia (V,H) dove V & uno
spazio vettoriale complesso e H un prodotto hermitiano su V. Useremo nel seguito la notazione
H(v,w) = (v,w).

Osservazione. Dalla c. risulta che H(v,v) = (v,v) & reale e quindi che la e ha senso. La

norma di un vettore v & allora definita da: ||v|| = \/{(v,v). Come nel caso del prodotto scalare si
ha: ||[Av|| = |Al||v]|, ove || & la norma in C. Valgono analogamente la disuguaglianza triangolare,

lv +w|| < [Jvll + [lw]], e quella di Schwarz, |(v,w)| < [[v]/[|w].
EseEmpio: Il prodotto hermitiano standard su C™ ¢ definito da:

n
<$7y>s ="z ‘Y= ingia
=1

ovex = (T1,...,Tn) €Y = (Y1,...,Yn). Con il processo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt
(con la dovuta attenzione), se dim(V) = n < 400 si puod trovare una base unitaria {v;} di V,
cioe tale che (v;,v;) = 0se i # j, (v;,v;) = 1.

(Nel contesto hermitiano si preferisce il termine unitario ad ortonormale). Se allora v =
Do TV, W=y YV, & = (x1,...,%,) €Yy = (Y1,...,Yn) sono i vettori coordinate in C", si ha:

n
w) = <Z TVs, Zyi’vz‘> = ZTiyi =Ty = (2,9)s
i i i=1

In altre parole ogni prodotto hermitiano su V, via I'isomorfismo V «— C" definito dalla mappa
delle coordinate in una base unitaria, diventa il prodotto hermitiano standard.
La seguente proposizione introduce un concetto fondamentale.

7
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PROPOSIZIONE 1.3. Sia f un operatore di V, se dim(V) = n < 400 esiste ed & unico un
operatore f* tale che per ogni coppia di vettori v e w :

(f(v),w) = (v, f*(w)).

DIMOSTRAZIONE. (1) Unicita. (Nonsiusa dim(V) =n < 4+00.) Se f* e g* soddisfano

la proprieta: (f(v),w) = (v, f*(w)) = (v, g***(w)), allora:
(v, [*(w) = g*(w)) =0
per ogni v e w; posto v = f*(w) —
(f*(w) = g"(w), f*(w) — g"(w)) = 0.
Quindi, per la e. di 1.1, f*(w) — g*(w) =0, e f*(w) = g*(w). Poiché questo vale per
ogni w, segue f* = g*.
(2) Esistenza. Fissiamo una base unitaria {v;}; di V e la matrice A associata ad f via

tale base. Si consideri allora:

g*(w), troviamo:

A* =tA;

b

risulta: B
(Az,y) =" (A7) -y ="TA"Y = (2, A"y).
Se f* ¢ Poperatore associato a A*, ne segue allora:

(f(v), w) = (v, [*(w)).
0

DEFINIZIONE 1.4. (aggiunto) L’operatore f* definito dalla precedente proposizione si dice
Paggiunto di f rispetto al prodotto hermitiano (-, ).

DEFINIZIONE 1.5. Un operatore si dice autoaggiunto se f* = f, antiautoggiunto se f* = —f
e unitario se f* = f~!; f si dice normale se ff* = f*f cio¢ f commuta con la sua aggiunta.

Sia V = C" e (-,-) il prodotto hermitiano standard. Se f & un operatore di V associato
alla matrice A, allora 'operatore aggiunto f* & associato ad A* =* A, detta matrice aggiunta.
Una matrice si dice hermitiana se A* = A, antihermitiana se A* = —A, unitaria se A* = A1,
normale se AA* = A*A.

Nota. Vi ¢ un’ovvia corrispondenza: se f & autoaggiunta (antiautoaggiunta, unitaria o norma-
le) la matrice associata ¢ hermitiana (antihermitiana, unitaria o normale) rispetto ad una base
unitaria.

ESERCIZI: Scriviamo ogni matrice complessa A nella forma A = C+iD, ove C' e D sono matrici
reali, dette rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di A; A ¢ reale se D = 0.

(1) Se A ¢ hermitiana allora C' ¢ simmetrica e D antisimmetrica.

(2) Se A ¢ unitaria e reale allora A & ortogonale.

(3) Le matrici hermitiane, antihermitiane e unitarie sono normali.

(4) Se ‘A = p(A) con p polinomio allora A ¢ normale.

(5) Vale il viceversa di 47

(6) Verificare che l'insieme delle matrici unitarie U(n) := {U € GL(n) : UU* = I} ¢

I'insieme delle matrici unitarie speciali SU(n) := {U € U(n) : det(U) = 1} formano

gruppo rispetto alla moltiplicazione.

(7) Dire se le matrici normali invertibili formano gruppo moltiplicativo.

(8) A & unitaria se e solo se le sue colonne (righe) sono una base unitaria.

9) Verificare: (f*)* = f, (f+9)* = f*+g*, (\f)* = \f*,id* = id, (f — \id)* = f* —\id,
(fo)* = g"f*.
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2. Il teorema
Enunciamo ora il teorema spettrale.

TEOREMA 2.1. (Teorema Spettrale I) L’operatore f & normale rispetto a (-, -) se e solo
se esiste una base unitaria composta di autovettori di f.

Il suo corrispettivo ed equivalente enunciato matriciale ¢ il seguente:

TEOREMA 2.2. (Teorema Spettrale IT) Una matrice A ¢ diagonalizzabile attraverso
matrici unitarie se e solo se € normale.

Meta della dimostrazione & semplice: se A e diagonalizzabile mediante matrici unitarie
allora U YAU = D, ove D & diagonale e U~! =*U; allora A =UDU ' e A* =t A=UDU".
Dunque, dato che due matrici diagonali commutano, AA* = UDDU ' =UDDU ! = A*A.

La parte piu interessante e il viceversa. Lo dimostreremo usando la notazione operatoriale,
che ¢ piu flessibile di quella matriciale. Noi dimostreremo una serie di lemmi elementari nei
quali supporremo sempre f normale (f*f = ff*).

LEMMA 2.3. Per ogni v e w, (f(v), f(w)) = (f*(v), f*(w)).

DIMOSTRAZIONE. (f(v), f(w)) = (v, f*f(w)) = (v, ff*(w)) = (f*(v), f*(w)), dal momen-
to che (f*)* = f. O

LEMMA 2.4. ker(f) = ker(f*).

DIMOSTRAZIONE. Per il Lemma 2.3, (f(v), f(v)) = (f*(v), f*(v)), e quindi [|f(v)]] =
/7 ()]l Ora f(v) =0 & 0= [f(v)]| = [/ ()] & f*(v) = 0. R
EsERrcizIo: Se ||f(v)|| = ||f*(v)| per ogni v, allora f & normale.

LEMMA 2.5. Se v ¢ autovettore di f relativo all’autovalore A, allora v ¢ autovettore di f*
relativo all’autovalore .

DIMOSTRAZIONE. Sia g = f — \id; allora ¢g* = f* — Mid; g ¢ normale perché l'identita
commuta con ogni operatore. Applicando il Lemma 2.4 si ha ker(g) = ker(g*), ma ker(g) e
ker(g*) sono rispettivamente il A-autospazio di f e il Ad-autospazio di f*. O

Arriviamo al punto chiave:
LEMMA 2.6. Esiste una base di autovettori di f. (f € s.s. o diagonalizzabile).

DIMOSTRAZIONE. Siano Ai, ..., Ax gli autovalori distinti di f e V; = V(\;) i corrispondenti
autospazi. Sia

W=Vie&..eV.
Vogliamo dimostrare che W = V. Se per assurdo W # V allora W+ # {0}. Notiamo che
W={veV:(wuw =0:f(w)=\w}.
Fissato v € W, vogliamo vedere che f(v) € W, infatti se w € V;:
(F(0),w) = (v, Fw) = (0, 2w} = Asfo, w) = 0.

11 sottospazio W+ & f—invariante, ovvero fy . : W+ — W & un operatore.

Ora se fosse W+ # {0} esisterebbe allora un autovettore v # 0, di fy, . perche il campo
base & C, algebricamente chiuso, quindi v € W+ ma anche f(v) = v e allora A\ = ); per

qualche 4, quindi v € W N W+ = {0}, una contraddizione.
O
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LEMMA 2.7. Se A e p sono due autovalori distinti di f, allora i relativi autospazi, V' (A) e
V' (1), sono ortogonali, cioe se v € V(A) e w € V(u), allora (v,w) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Presi v e w nei due autospazi, abbiamo f(v) = v e f(w) = pw; inoltre
f*(v) = \v. Dunque:

/\<U’w> = </\va> = (f(v),w) = <U’f*(w)> = <’U7ﬁw> = M<U’w>'
Quindi (@ — A){v,w) =0, ed essendo (p — A) # 0 si ha allora (v, w) = 0. O

CONCLUSIONE DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA SPETTRALE. Scegliamo in ogni au-
tospazio di f una base unitaria; I'unione di tali basi, per il Lemma 2.6, ¢ una base di V, unitaria
per il Lemma 2.7. d

Veniamo a qualche risultato speciale:

TEOREMA 2.8. (1) f ¢ autoaggiunta (A hermitiana) <= f(A) ¢ normale e i suoi
autovalori sono tutti reali.
(2) f & antiautoaggiunta (A antihermitiana) <= f(A) & normale e i suoi autovalori sono
tutti immaginari puri.
(3) f & unitaria (A unitaria) <= f(A) € normale e i suoi autovalori hanno modulo 1.

DIMOSTRAZIONE. =) 1. Sia f(v) = \v, con v # 0. Essendo f autoaggiunta, si ha:
(v, f(v)) = (v, f*(v)); allora (v, \v) = (v, \v) (per il Lemma 2.5) e (A —\){(v,v) =
0; dunque X\ = A, cioe \ & reale.
2. Se f* = —f, allora (if) ¢ autoaggiunta.
3. Se f & unitaria, (v, f*(v)) = (v, f~(v)). Sia f(v) = \v, con v # 0. Da (v, \v) =
(v, A\"1v) otteniamo (A — A1) {v,v) = 0, e quindi A = A~1, ovvero || = 1.
<=) Semplici verifiche.
g

PROPOSIZIONE 2.9. Siano (V/ (-, +)) uno spazio hermitiano di dimensione finita, f : V — V
un operatore normale e W un sottospazio invariante. Se la dimensione di V' ¢ finita, allora
Wht={veV: (v,w)=0Vwe W} ¢ f-invariante.

DIMOSTRAZIONE. L’operatore f e semisemplice, quindi la sua restrizione f : W — W

ammette una base di autovettori, wy, ..., ws. Allora f(w;) = \w;, e Wt ={v eV : (v,w;) =
0,i=1,...,s}.

Sia ora v € W; allora (f(v),w;) = (v, f*(w;)) = (v, \w;) = Nj{v,w;) = 0, quindi f(v) €
wt. O

EsErciz1o: Con le notazioni della proposizione precedente, dimostrare che f : W — W e
normale.

ESERCIZIO: Si considerino i vettori reali v = (2,a + 1,0) e w = (a,1,0) intesi come vettori
colonna, al variare di a € R. Determinare le matrici ortogonali reali A di ordine 3 tali che v e
w sono autovettori di A.

3. Teorema Spettrale Reale

TEOREMA 3.1. Sia A € M(n,R); allora A & diagonalizzabile mediante matrici ortogonali

se e solo se A & simmetrica. In particolare ogni matrice simmetrica reale & diagonalizzabile su
R.
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DIMOSTRAZIONE. Sia A tale che O~'AO = D, ove D ¢ diagonale (necessariamente reale)
e O & ortogonale. Allora O~! = O, A = ODO™}, quindi A =t (ODO~!) =t O~ DO =
ODO™! = A.
Supponiamo ora 4 = A; sul campo complesso A ¢ hermitiana, dunque & diagonalizzabile su
C (perché ¢ normale), e i suoi autovalori sono reali (perché ¢ hermitiana). Ma allora tutti gli
autovalori di A sono in R. La dimensione degli autospazi ¢ la stessa calcolata su R e su C.
Infatti le soluzioni del sistema lineare Ax — Az = 0 dipendono solo dal rango di A — AI, che
non dipende dal campo. Quindi le molteplicita algebriche e geometriche degli autovalori di A
sono eguali. Ne segue che A & diagonalizzabile su R. Notiamo infine che il prodotto hermitiano
standard ristretto ad R™ da il prodotto ortogonale standard:

<z,y >s:t$'y = (x7y)s-

Gli autospazi reali distinti sono ortogonali nel senso usuale, quindi possiamo trovare una base
ortogonale di vettori reali che diagonalizza A. O

Diamo ora la versione operatoriale del teorema spettrale.

DEFINIZIONE 3.2. Siano V uno spazio vettoriale reale, (-,-) un prodotto scalare su V,
f:V — V un operatore; un operatore f* di V si dice aggiunto di f rispetto a (-,-) se per ogni
vewin V siha (f(v),w) = (v, f*(w)); f si dice autoaggiunto se f* = f.

Lasciamo per esercizio la verifica delle varie proprieta delle aggiunte e la loro esistenza nel
caso finito dimensionale. Nel caso del prodotto euclideo standard, se f(z) = Az, con A matrice
di ordine n, allora f*(z) ='A:

(2,'Ay)s ="2(Ay) = (TA)y =" (Ax)y = (Az,y),.

TEOREMA 3.3. (teorema spettrale operatoriale) Se V ha dimensione finita su R, f &
autoaggiunto rispetto a (-, -) <= esiste una base ortonormale di autovettori di f.

DIMOSTRAZIONE. Si costruisca una base ortonormale di V; allora f e autoaggiunto se e
solo se la sua matrice associata ¢ simmetrica. O

Nota. Il teorema spettrale reale ¢ in qualche modo sorprendente. FEccone un’altra sua versione.
Sia ¢ : R” x R® — R un’ applicazione bilineare simmetrica; allora ¢(z,y) =! xAy, con A
simmetrica. Ora, I'esistenza di una matrice ortogonale che la diagonalizza ci dice che O~ AO =
D, ma anche che ‘'OAO = D, quindi A ¢ cogrediente e simultaneamente simile ad una diagonale.
Le colonne di O sono allora una base ortonormale rispetto al prodotto scalare standard (-,-)s e
ortogonale rispetto a ¢.

ESERCIZIO: Sia ® simmetrica; la segnatura (k, s) della forma associata ¢ ¢ data dal numero k
di autovalori positivi e dal numero s di autovalori negativi.

4. Matrici Positive

Se A e simmetrica e definita positiva scriveremo A > 0.
EsERrcCIZI:
(1) Se A ¢ invertibile allora AA > 0.
(2) Se A >0 allora A2 >0e A~ > 0.

PROPOSIZIONE 4.1. (1) Data A > 0, esiste unica una matrice B > 0 tale che B? = A;
usualmente si pone B = v/A.
(2) Data G € GL(n,R), esistono uniche due matrici O € GL(n,R) ortogonale ¢ B > 0
tali che G = OB.
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DIMOSTRAZIONE. (1) Utilizzando il teorema spettrale scriviamo D = O~1AO, con
A0 0
D=1t ... 0
0 0 X
Si pone

Va0 0
VD= 0 ... 0
0 0 VA
e B:= 0vDO™'; dunque B> = A (B =: VA).
Veniamo all’unicita: se C2 = A con C > 0, allora la seguente affermazione vale:

)

We il M-autospazio di C <= We il A\%-autospazio di A.

Quindise C?> = A = B2, con B > 0 e C > 0, gli operatori associati a B e C coincidono
sugli autospazi; essendo le matrici diagonalizzabili, ne segue B = C.

Se G = OB, con B > 0 e O ortogonale, allora, ponendo A =' GG, si ha A = B?
(dunque B = \/Z) e O = GB™!; questo dimostra 'unicita. Per I'esistenza verifichiamo
che la O cosidefinita ¢ ortogonale:

'00="(GB "GB! ='B Y ('GG)B™' =B 'B*B~' =I.



