I Teoremi di Green, della divergenza (o di Gauss) e di Stokes

1 In R?

Sia D un sottoinsieme limitato di R? semplice rispetto ad entrambi gli assi cartesiani con D costituita
dall’unione di un numero finito di (sostegni di) curve regolari. Diciamo che la frontiera di D, 9D, & orientata
positivamente se ¢ fissato il verso di percorrenza antiorario. Con questa scelta i punti di D restano sempre
a sinistra di dD. In tal caso scriveremo D7,

Teorema 1 (Teorema di Green) Sia D un sottoinsieme limitato di R? con le proprieta elencate sopra e
sia F(x,y) = Fi(z,y)i+ Fa(x,y)j un campo vettoriale di classe C*(A), con A aperto contenente D. Allora

vale la formula
0F; 8F1> jg
— — — | dzdy = F.-r 1
[ (5 -%) wan= 4, .

Dimostrazione. Siccome D ¢ semplice rispetto all’asse y, possiamo scrivere
D={(z,y) eR*:a < <b, gi(z) <y < ga(a)}

con gi,ge funzioni di classe C*'([a,b]). Calcoliamo la circuitazione del campo G = Fii lungo dDT. La
frontiera di D & costituita dai grafici delle funzioni g, go intervallati da due segmenti verticali 1, ys.

Quindi
G~‘r:/ G- -7+ G'TJr/ G- -7+ G-T
oD+ Graf(g1) Y1 Graf(gs) Y2

/

Sui segmenti verticali, i vettori tangenti 7%(t), 4 = 1,2 sono diretti verticalmente, mentre il campo G &

diretto orizzontalmente. Pertanto il prodotto scalare G - 7; e nullo. Cio implica che

/% Gor= /01 G(y,(t) - 7i(t)dt = 0.

Calcoliamo esplicitamente gli altri due integrali. Una parametrizzazione del grafico di g1 ¢ (¢, ¢91(t)),
t € [a,b]. Pertanto

b

b
/Graf(gl) G= /a G(t,g1(1)) - (1, 91(1))dt = / Fi(t, g1(t))dt.

a

Per l'integrale sul grafico di gs il calcolo € lo stesso, a meno del fatto che tale grafico € percorso nel verso

opposto, per cui
b
/ G.r= —/ Fu(t, g5 (1)) d.
Graf(g2) a

Sommando tutti i contributi abbiamo

G.r— /ab (Fy(t.1(0)) — F(t.ga(0) ). @)

oD+

D’altra parte, se scriviamo il primo membro di (1) per il campo G, tenendo conto della forma di D abbiamo

G, aG1> /b ( /92@) oF, )
— 22 ) dady = ———dy |dx
//D ( ox dy Y a g1(z) dy Y

= [ (- B + R n(a)a, ®)



avendo usato il Teorema fondamentale del calcolo integrale nell’ultimo passaggio. Confrontando (2) e (3),
risulta che il campo G soddisfa la tesi del teorema.

Siccome D & semplice anche rispetto all’asse x, si puo ripetere lo stesso ragionamento per il campo
G = F5j tenendo conto stavolta dell’espressione di D come insieme semplice rispetto all’asse z. Si arriva
cosi a provare la formula del teorema anche per G. In definitiva abbiamo

// <8G2—8Gl)da:dy: G-T.
dy oD+

// <6G2—8G1>dxdy: G T
dy aD+

Infine, siccome F = G + G e siccome l'integrale e la derivata sono lineari, sommando membro a membro
le due formule precedenti troviamo la tesi. m

Definizione 1 Diciamo che un insieme limitato D contenuto in R? ¢ decomponibile se ¢ possibile
ripartirlo nell’unione di un numero finito di insiemi semplici rispetto ad entrambi gli assi, con frontiere
regolari a tratti e con parti interne a due a due disgiunte.

La corona circolare C' = {(z,y) € R? : 1 < 2? + y? < 4} & un esempio di dominio decomponibile: una
possibile ripartizione di C' ¢ data dai quattro settori contenuti nei quattro quadranti. La sua frontiera e
data dall’'unione delle due circonferenze 22 + y? =1 e 22 4+ y? = 4. In questo caso diremo che la frontiera
di C & orientata positivamente se, percorrendo ciascuna delle circonferenze, C resta sempre a sinistra. Cio
significa che x? + y? = 4 & percorsa in senso antiorario e 22 + 32 = 1 in senso orario. Questa convenzione
vale piu in generale per un dominio decomponibile che presenta dei “buchi”: la curva esterna e percorsa in
senso antiorario, quelle interne in senso orario.

Si puo dimostrare che il Teorema di Green continua a valere in insiemi decomponibili: basta
scrivere la formula del teorema in ciascun sottoinsieme semplice e sommare tutte le formule cosi ottenute.

Corollario 1 Sia D un insieme che soddisfa le ipotesi del Teorema di Green. Allora

area(D) = £D+(—yi) ST = j{ilﬁ(xj)-T = %£D+(—yi+l‘j) T

Veniamo ora al teorema della divergenza o di Gauss in R2.

Teorema 2 (Teorema della divergenza in 2D) Sia D un sottoinsieme di R? limitato e decomponibile
secondo la Definizione 1; indichiamo con ne il versore normale esterno a 0D. Sia F(z,y) = Fy(z,y)i +
Fy(,y)j un campo vettoriale di classe C(A), con A aperto contenente D. Allora vale la formula

//V~Fdxdy:j{ F - neds, (4)
D aD

dove V- F = %I;l + %—ZZ indica la divergenza del campo F'.

Nella formula (4) 'integrale al secondo membro & un integrale curvilineo di prima specie (per questo non
conta il verso di percorrenza di D) e rappresenta il flusso di F uscente da D.

Una possibile dimostrazione del Teorema della divergenza in R? si ottiene attraverso il Teorema di Green.
Dimostrazione. Supponiamo per semplicita che I'insieme D abbia per frontiera il sostegno di un solo arco
regolare chiuso e semplice v(t) = (x(t), y(t)), t € [a,b]. Applicando il Teorema 1 al campo F+ = —Fyi+ Fj,
ortogonale al campo F otteniamo

// (6F1 an) ey = ng+ B ®)



L’integrale curvilineo al secondo membro di (5) diventa

fgm Foor = /ab ( —B((t)i+ B (W(t))j) (@i +y (1)) dt
=L%a@@ﬁ+5ww>
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La tesi risulta cosi provata. m

2 In R?

Sia ¥ una superficie (semplice) regolare di R? parametrizzata da

o(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k, (u,v) € D

Oy N\ Oy

con D regione limitata di R2. I versori n = e —n sono entrambi normali alla superficie, diretti

. low Aol
1 verso opposto.

Definizione 2 Diremo che ¥ ¢ orientabile se per ogni arco chiuso che giace su % e parametrizzato da
v : la,b] = X risulta n(vy(a)) = n(y(b)), ossia dopo un giro completo il versore normale risulta ancora
puntato nello stesso verso. La scelta di n o —n su tutta la superficie determina ’orientazione di X3, che si
dice in tal caso superficie orientata.

Su una superficie orientabile & possibile distinguere “due lati” e fissare un’orientazione significa fissare un
verso di attraversamento della superficie.
Esempi di superfici orientabili sono le superfici cartesiane. Per una superficie cartesiana di equazione
z = f(x,y) il versore normale dato da
(7a$fa 7ayf’ 1)

VI+IIVEI?
punta sempre verso ’alto. Per la sfera o per il toro i versori normali puntano verso l'interno o verso
I’esterno.

Teorema 3 (Teorema della divergenza in 3D) Sia V un sottoinsieme di R?® limitato e semplice rispetto
a tutti e tre gli assi cartesiani, la cui frontiera OV ¢ costituita da superfici regolari e orientabili incol-
late lungo “spigoli”; indichiamo con ne il versore normale esterno a OV. Sia F(x,y,2) = Fi(x,y,2)l +
Fy(z,y,2)j] + Fg(at,y,z)l; un campo vettoriale di classe C1(A), con A aperto contenente V. Allora vale la

formula
///‘/V~Fdxdydz://8vF~neda. (6)

oFy, 0F, OF;3

V- F=—+—+—

Ox + Qy * 0z
si chiama divergenza del campo F. L’integrale di superficie al secondo membro di (6) ¢ il flusso del campo
F uscente dalla frontiera V. Se F rappresenta il campo di velocita di un fluido, il flusso rappresenta la

portata, ossia la quantita di fluido che attraversa la superficie nell’unita di tempo.

L’espressione

La dimostrazione del Teorema 3 poggia sul seguente Lemma.



Lemma 1 Sia V = {(z,y,2) € R3|(z,y) € D,g1(z,y) < z < ga(w,y)}, con D regione limitata di R? e
91,92 : D — R funzioni di classe C'. Se f : A — R ¢ una funzione di classe C' in A aperto contenente V

allora 5
/// —fdacdydz=/ fk-ngdo. (7)
v 0z oV

Dimostrazione. L’obiettivo & trasformare i due membri dell’identita (7) nella stessa espressione. Com-
inciamo dal primo membro e applichiamo la formula di integrazione per fili e poi il teorema fondamentale
del calcolo integrale rispetto alla variabile z

///V —~dxdydz = // (/::j“:) aidz) drdy = // (7,9, g2(2,y)) — f(m,y,gﬂ%y)))dxdy. (8)

Analizziamo ora l'integrale al secondo membro di (7). La frontiera di V' ¢ costituita dalla superficie laterale
Y e dalle superfici cartesiane X1 e X di equazioni z = g1(x,y) e z = g2(x,y), rispettivamente. Su ¥; il
versore normale ¢ diretto orizzontalmente per cui k - ne = 0. Pertanto

/avfﬁ.nedaz/Elfl}-neda+/22f12-neda. (9)

Su X5 il versore normale esterno punta verso ’alto e dunque ¢ dato da
_ (_8192; _ayQQ; 1)
V1+(Vgl?
. 1
‘N = ———.
1+ ([Vg|?

Tenendo conto della definizione di integrale di superficie abbiamo

) 1
k-nedU:/ z,Y, g2 (,Yy)) ————s— /1 + |V gal||?dxd :/ x,y, g2 (x,y))dxdy.
I s | S 0200 e VIF NPty = [ (00026000

(10)

per cui

L’integrale di superficie su 31 si esplicita allo stesso modo, tenendo solo conto nel fatto che ora la normale
esterna punta verso il basso. Cio comporta un segno —

J[| #%vedo == [[ fe.w)dody. (1)
)N D
Le formule (9), (10) e (11) implicano
/ fl;'nedo—:/ f(xvyng(xvy))dxdy_/ f(‘rvyvgl(‘rvy))dxdy
ov D D

che confrontata con (8) dimostra la tesi. m

In modo del tutto simmetrico, se V' & semplice rispetto all’asse y si puo dimostrare

///V %dxdydz = /av /] nedo. (12)

Se & semplice rispetto all’asse = vale

/// ——dzdydz = /BV fi-nedo. (13)

Dimostrazione del Teorema 3: Applicando (13), (12), (7) alle funzioni componenti Fy, F5 e F3 rispet-
tivamente e sommando le formule ottenute si ha (6). =



Osservazione. Il Teorema della divergenza vale in insiemi V' pit1 generali. E possibile considerare insiemi
che siano decomponibili nell’'unione di un numero finito di sottoinsiemi a due a due disgiunti e semplici
rispetto agli assi cartesiani, le cui frontiere siano superfici chiuse regolari a pezzi e orientabili.

Per enunciare il Teorema di Stokes, occorre parlare del bordo di una superficie. Lo faremo in una situazione
semplificata. Sia ¥ una superficie regolare, parametrizzata da o : D C R? — R?, dove D C R? & la parte
di piano racchiusa da un arco regolare, semplice e chiuso. Supponiamo che ¢ sia biettiva in D. Chiamiamo
bordo di ¥ e lo denotiamo con 9% 'immagine di 0D mediante o:

0¥ = o(0D).
Se D ¢ orientato positivamente, allora diremo che anche il bordo di ¥ ¢ orientato positivamente:
oxt =o(0D™).

Teorema 4 (Teorema di Stokes o del rotore) Sia F un campo vettoriale di R?® di classe C' in un
aperto che contiene 3. Allora

//V/\F-ndo = 74 F-r (14)
b)) ozt
(S — —_———
flusso del rotore di F attraverso X circuitazione del campo F
. . oy NOo
dove VAF ¢ il rotore di F en = ————2—.
llow A ol

Per stabilire l'orientazione corretta del bordo si pud procedere equivalentemente in questo modo (che non
necessita esplicitamente della parametrizzazione). Se si parte da una superficie ¥ orientata con versore
normale n, allora I'orientazione della superficie induce un’orientazione, ossia un verso di percorrenza del
bordo 9% secondo la seguente regola: un osservatore in piedi lungo n che si muove lungo 9% vede i punti
della superficie a sinistra.

Esistono superfici senza bordo, come la sfera, il toro. Queste si dicono chiuse.

Il bordo di una superficie regolare a pezzi & costituito dall’'unione degli spigoli che non appartengono a due
facce adiacenti. Una scatola a forma di parallelepipedo & senza bordo.

Osservazione. Il Teorema di Stokes ¢ la versione in R? del Teorema di Green: Se la superficie ¥ giace
nel piano zy e il campo F ¢ della forma F(z,y) = Fi(z,y)i + Fa(z,y)], allora (14) non & altro che (1).



