VETTORI ALEATORI DISCRETI

Siano date due v.a. discrete X e Y. Definiamo il vettore aleatorio (X,Y) e la sua densita di
probabilita

P(X =2,Y =vy)

al variare dei valori z e y assunti da X e da Y (cioe al variare dei valori (z,y) per la coppia
(X,Y)).
Essa e detta densita congiunta e soddisfa le proprieta

e P(X=x,Y=y)=0 perogni(w;,y)

ZZP =, Y =y) =1
Dalla densita congiunta si ottengono le densita marginali, cioe le densita di X e di Y:

ZP —xzu _yk)
Z]P) _I‘Z, ?/k)

Nota la densita congiunta si calcolano le densita marginali, mentre il viceversa non e vero
tranne nel caso in cui le v.a. X e Y siano indipendenti.
Infatti, se X e Y sono indipendenti si ha

P(X =z, =y) =P(X = 2;)P(Y = y) per ogni i e k

Ora consideriamo la v.a. somma Z := X +Y. Anche Z ¢ una v.a. discreta e la sua densita di
probabilita e data da

P(Z=2z)=PX+Y =2, ZIP’ =x,Y =2z, —x;) per ogni n

Se conosciamo le densita marginali possiamo calcolare le speranze matematiche puy = E[X] e
wy = E[Y] e le varianze var(X) e var(Y').
Vale la relazione
E[X +Y] =E[X]|+E[Y]

(basta conoscere le densita marginali per calcolare E[X + Y]) mentre si ha
var(X +Y) = var(X) 4 var(Y) (1)
se X e Y sono indipendenti. Altrimenti si ha la relazione
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y) (2)
dove la covarianza! ¢ definita da

cov(X,Y) Z Z Yyk — py)P(X =25, Y = yi)

In analogia alla varianza definita da var(X) =, (z; — ux)* P(X = z;).



e quindi var(X + YY) & nota se si conosce la densita congiunta.
Si osservi che la covarianza puo assumere qualsiasi valore in R mentre la varianza puo assumere
solo valori non negativi. Vale la formula

cov(X,Y) ZszykP =2, Y = yi) — pxpy
:EWH—MMEW]

Nel caso in cui X e Y sono indipendenti si ha cov(X,Y) = 0 (e quindi (2) si riduce a (1))
perché

cov(X,Y) Z Z Yk — py)P(X =24, Y = yi)

= Z Z Y — iy JP(X = 2)P(Y = 1)

= <Z(zz — pux)P(X = !Ez)> <Z(yk — py)P(Y = yk))

7 k

= (Z r,P(X =2;) — px ZIP’(X = xi)> (Z uP(Y = y) — py ZP(Y = yk)))

= (nx — px - Dlpy — py -1) =0

Non & vero che se cov(X,Y) = 0 allora X e Y sono indipendenti.?
Riassumendo
X e Y indipendenti = cov(X,Y) =0
<

ESERCIZIO
Si consideri la distribuzione del vettore aleatorio (X,Y’) data da
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Calcolare le densita marginali.

e X e Y sono v.a. indipendenti?

Calcolare la speranza matematica e la varianza di X e di Y.

Calcolare la densita di probabilita della v.a. somma Z = X + Y.

2Si consideri Y = X2 dove X assume i valori -2, 0 e 2 con probabilita % ciascuno. Si ha cov(X,Y)=0ma X e
Y non sono indipendenti.



