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IL  LUOGO SINGOLARE DELLO SPAZIO 

DEI  MODULI D E L L E  CURVE 

SUNTO. - -  Per ogni intero positivo g, si determinano esplicitamente tutte le 
componenti irriducibili del luogo singolare dello spazio dei moduli delle curve 
algebriche lisce di genere g e la loro dimensione. 

I1 problema che desidero t r a t t a r e  ~ quello di descrivere tu t te  
le componenti del luogo singolare di Mg, lo spazio dei moduli delle 
curve lisce di genere g sul campo complesso. Questo problema ~ stato 
risolto in [C], su cui questa esposizione si basa. 

Iniziamo con i casi r classici , :  

g ~-- 0: Mo ~ un punto. 

g ~ l :  MI~-- ~:. 

g ~---2: Ms ha un solo punto singolare, corrispondente alla curva 
piana di equazione 

yS  ~ x ( x  _ _  1). 

Questo ultimo risultato ~ dovuto a Igusa  [I] e pub essere ri- 
t rovato  con tecniche simili a quelle che user5 nel caso in cui g >_ 3, 
al quale d'ora in poi mi limiterb, salvo avviso. 

E '  opportuno r ichiamare alcune conseguenze elementari  del teo- 
tema che garant isce l 'esistenza di una deformazione universale per  
ogni curva  di genere maggiore  di 1. Sia dunque C una curva di 

genere g _> 2 con deformazione universale 

f : e - * T g z ,  f-~(T)--- C .  
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I1 gruppo degli automorfismi di C, che indico con Aut(C), agisce 
su e e su T in modo equivariante, e si ha che: 

f -~(t)-- f-~(s)(  )7(t)----s per  qualche 7 E A u t ( C ) .  

Pifi esattamente,  se [C] ~ il punto di Ma corrispondente a C, vi 
un intorno U di [C] tale che 

U ~- T/Aut(C); 

il t eorema di purezza del luogo di diramazione implica allora che [C] 
singolare in Mg se il luogo dei punti tE  T tale che Aut(f-~(t))  r 1 

ha codimensione > 1. Ora {t E TiAut(f-a(t))r 1} ha codimensione 1 
solo se g ~ - 3  e C ~ iperellittica. Se g ~ 3 e C ~ iperellittica, e 7 
l 'involuzione iperellittica, 7 agisce su T, in coordinate opportune, 
c o m e  

. . . .  z6)  ( - - z l ,  z 2 ,  ... ,  

quindi T/(~,) ~ liscia in [C] e, sempre per  il teorema di purezza del 
luogo di diramazione, Mg ~ liscia in [C] s e e  solo se A u t ( C ) ~  (~,). 

CONCLUSIONE:  Poniamo 

Sa - -  luogo dei punti  [C] E Mg con Aut(C) V = 1. 

Allora 

Sing(M~) 

Sg se g _>_ 4 ,  

(Sg ~ luogo iperellittico) U 
{ [C] [C iperellittica con Aut(C) r (), ) } se g ~ 3 .  

Ci siamo quindi ridotti, almeno se g >__ 4, al problema di tro- 
vare  le componenti di Sg. Questo A un caso part icolare del problema 
pifi generale  di determinare,  per  ogni gruppo finito G, la sottova- 
rietA (localmente chiusa) di Mo corrispondente alle curve C con 
A u t ( C ) ~  G. Questo ~ perb un problema troppo difficile: in parti-  
colare comprende il problema di t rovare  tut t i  i gruppi finiti  che 
sono gruppi di automorfismi di curve di dato genere. 

Supponiamo che [C] E Sg. Allora C ha un automorfismo o di 
ordine pr imo p. Poniamo 

7 ~-- genere di F ,  
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la variet~ delle curve cosi costruite.  Si osservi che: 

i) I valori  possibili pe r  n sono: 

O, 2, 3, ... ( n o n  1) 

ii) Se 1 _< b ~ p, e r impiazziamo 

L~...> L ~ 

a~ ~-> resto di b. a~(mod, p) 

r io t teniamo lo stesso r ivest imento.  

I1 f ibra to  L e gli a~ sono determinat i  da ~ : C--> r a meno di 

questa ambiguitY. In par t icolare  

S (p,  ~, ; a l  , ..., an) ~ -  S (p,  7 ; r . . . .  , c,,) 

se c'~ b con 

O < b < p  

a~ ~- bc~ (mod. p) Vi  

OSS~RVAZIONE: S ( p ,  7 ;  al  . . . .  , a~) ~ irriducibile. Indichiamo come 

questo pub essere d imost ra to  nel caso pifi sempIice, quello cio~ in 
cui n > O. Costruiamo un r ivest imento n : C--~/" d i ramato  su 
(1,1 q~ ~- ... ~ a~ q~, dove q~, ..., q~ sono f i s s i  e q~ v a r i a b i l e .  Facciamo 

muovere  q~ lungo un cammino chiuso con classe di omologia 4: 

q6 ql ,,I 
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Allora, nella Jacobiana di F: 

Lm.,~ - -  L,~u,~ "-- ~ / p  . 

Quindi la monodromia agisce t rans i t ivamente  sui fogli 
s t imento:  

S ( p ,  7 ; al  , ..., a . )  ---> M v , , , ,  

del rive- 

dove M y . , ,  ~ la variet~ (irriducibile) dei moduli delle curve r di ge- 
nere r n-puntate.  

Ora sappiamo che le componenti di Sa sono da cercare t r a  le 
variet~ S ( p ,  7 ; a l  , ..., ~ )  con 

2 g - - 2 ~ p ( 2  7 - 2 ) @  ( p - - 1 )  n .  

Vanno scartate  solo  que l l e  che sono contenute in altre varietA della 
fo rma  S ( p ' ,  7"; b l ,  .... b~). 

Dobbiamo dunque rispondere alia seguente: 

DOMANDA: quando accade che 

S (p ,  ~, ; a~ , . . . ,  ff.~) c-  S (~)', r '  ; b l  , . . . ,  b,~) 

per qualche scelta di p', 7', b~, ..., b~? 

A cib risponde per il teorema principale di [C]. 

RISFOSTA: P r a t i c a m e n t e  m a i ;  le sole eccezioni, se gli a~ sono 
normalizzati in modo che 1 = al ~ a~ ~ ... _< an, sono le seguenti:  

i) 7 = 0 ,  n ~ 3 ,  a ~ - I  ( o o a = a s ) .  

ii) r = 0, n = 3, a~ ~ una radice cubica non banale di 1 modulo p. 

iii) 7 ----- O, n = 4, a~ - - - 1 ,  a~ = a~ ------ p - - 1 .  

iv) 7=I ,n=2 .  

v) r : 2 ,  n = 0 .  

Supponiamo ora che n : C--~ F corrisponda a un elemento ge- 
nerale di S ( p ,  7; a~ . . . .  , a~). T r a n n e  che  n e i  c a s i  e c c e z i o n a l i  i)-v) si 
ha che: 

A u t ( C ) - -  Z / ( i v ) .  
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In tut t i  i casi eccezionali C ha  un automorfismo che copre un auto- 
morfismo a non banale della curva n-punta ta  (/', q~ ..... q.). Per  
esempio : 

- -  caso ii): a permuta  ciclicamente q~, q : ,  q~. 

- -  caso v): ~ 5 l'involuzione iperellittica. 

In effett i  i casi i)-v) corrispondono ai soli casi in cui la curva 
n-punta ta  generale (r, q~ ..... q~) possiede automorfismi non banali. 

Ora conosciamo esattamente Ie componenti di S~ per g _> 3; sono 
le variet~ S(p, 7; eh ..... a~) tali che: 

p ~ pr imo,  

0 < a ~ < p ,  

Z a ~  0 (mod. p) ,  

2 g - - 2 ~ p ( 2 ~ - - 2 ) +  ( p - - 1 ) n ,  

escluse le eccezioni i~v). 

Conosciamo anche la dimensione di S(p, ~,, al ;  .... a,):  la condi- 
zione g _> 2 implica che (r,  q~ .... , q~) ~ sempre una curva n-puntata  
stabile, quindi un conto d| parametr i  alla Riemann d~: 

dim(S(p, y; a l ,  ..., a~))~--- 3 7 - - 3  ~ n .  

CUKIOSIT/~" 

1) Ma ha punti singolari isolati ~ 2g ~ 1 ~ primo e g _> 2. Questi 
punti  corrispondono a r ivestimenti  (2g -t- 1)-upli di ~1 diramat i  
in 3 punti  (e non ricadenti nei casi i), ii) se g >_ 4). Per esempio, 
i punti  singolari isolati di Ms sono 

S(17,0;1,2,14) e S(17,0;1,3 ,13) .  

2 )  Si possono calcolare algori tmicamente le componenti di S~. Come 
esempio, elenchiamo le componenti di $6 e di $1o; scriveremo a : b 
per indicare a ripetuto b volte. 
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LE COMPONENTI DI $ 6 .  

dimensione 

0 S(13,0 ;1,2,10) 

1 S(7,0;1:3,4)  

2 S(5,0;1:5), 

5 S(3,0;1:7,2)  

8 S(2,3;1:2)  

9 S(2 ,2;1:6)  

10 S(2,1 ; 1 : 10) 

11 S(2, 0; 1 : 14) 

S(7,0;1:2,2,3)  

S(5,0 ;1 : 3,3,4) 

S(3 ,0 ;1 :4 ,2 :4 )  

S(7,0;1,2,5,6) 

S(5,0 ;1 :2 ,2 :2 ,4)  

S(3,1;1:4,2)  S(3,2;1,2) 

LE COMPONF_,NTI DI $1o. 

dimensione 

1 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

S(11,0;1:3,8) S(11,0;1:2,2,7) S(11,0;1:2,3,6) 
S ( l l , 0 ;1  : 2,4,5) S ( l l , 0  ;1,2,3,5) S(11,0 ;1,2,9,10) 
S(11,0;1,3,8,10) 

S(7,1;1:2,5)  S(7,1;1,2,4) 

5"(5,0;1 
S(5,0;1 
S(5,0;1 

S(5,2;1,4) 

S(3,0;1 : 12) S (3 ,0 ;1 :9 ,2 :3 )  
S(3 ,1 ;1 :9)  S (3 ,1 ;1 :6 ,2 :3 )  
S(3 ,2 ;1 :3 ,2 :3 )  S(3,3;1:3)  

S(2,5 ;1:2)  

S(2,4;1:6)  

S(2, 3 ; 1 : 10) 

S(2,2;1 : 14) 

S(2,1 ; 1 : 18) 

S(2,0;1:22)  

:6,4) 5'(5,0;1:5,2,3) 5"(5,0;1:4,2:3) 
:4,3,4:2)  S (5 ,0 ;1 :3 ,2 :2 ,4 :2 )  
: 3, 2, 3 : 2, 4) 

S (3 ,0 ;1 :6 ,2 :6 )  
S(3,2;1:6)  
S(3,4) 
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I due  g r a f i c i  che s eguono  r i p o r t a n o  il n u m e r o  di c o m p o n e n t i  di 

Sg, g e n e r e  p e r  genere .  

IL NUMEE0 DI COMPONENTI DI S o , PER g _~ 25. 
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50 

0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213141516171819202122232425  

genere 

IL NUMERO DI COMPONENTI DI Sg ,  PER g _< 50. 
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genere 
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Diamo ora uno schizzo della dimostrazione del r isultato prin- 

cipale di [C]. Sia n : C - > F  un rivestimento ciclico p-uplo, con p 

primo e F generale di genere 7, di ramato in Z a~ q~, dove i q~ sono 

punti generali di F. Supponiamo che il genere di C sia g _> 3. 

LEMMA CRUCIALE. Aut (C/F)  ~ normale in Aut(C), con le possi- 

bili eccezioni dei casi 7 ~--- 0, n ~--- 3 e 7 ~ 1, n ~ 2. 

Supponendo dimostrato il lemma, la conclusione ~ immediata,  

se si escludono le eccezioni contemplate dal lemma: se Aut(C/F) 
~ A u t ( C ) ,  un elemento di Aut(C) discende a un automorfismo non 

banale di (F, q l , . . . ,  q~); ma, come si ~ detto, i casi eccezionali i)ov) 

corrispondono ai soli spazi di moduli di curve stabili n-puntate il cui 

elemento generale ha automorfismi non banali. I casi 7 ~--0, n ~ 3 

e ~---~ 1, n ~ 2 si t r a t t ano  diret tamente.  

I1 lemma si dimostra  per induzione multipla e per degenerazione 

a curve singolari. L'induzione principale ~ su 7, a par t i re  da 7 ~ 1, 
n _> 3 oppure da 7 ~ 2, n ~ 0,2. I1 passo induttivo (da genere 7 a 

genere 7 + 1) ~ per degenerazione a 

b 
P 

Ep 

b 

dove D--> B ~ un rivestimento p-uplo (p ~ 2 nel disegno) di una 

curva generale B di genere 7, ramif icato in n punti  generali, 5 ~ un 
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punto generale di B, E ~ una curva ellittica generale di cui E l ,  .... E~ 
sono copie. 

Posto F = D  U (UE,) ,  A u t ( F )  ~ prodotto semidiretto di 

~ / ( p ) ~ - A u t ( D ,  n-~(b)) e Aut(E,  b)~; 

il primo gruppo agisce sul secondo permutandone  i fat tori .  D'a l t ra  
par te  valgono le seguenti  identificazioni:  

{deformazioni di F al pr imo ordine} ~ Ext~(9~,  OF) 

U U 

{ deformazioni localmente banali di F } = H 1 ( ~  om ( ~ ,  OF)) 

e il quoziente di questi spazi vettoriali  si identifica ad 

H~ OF)). Inoltre un automorf ismo ~ di F si deforma lungo 

v E E x t l ( Q ~ , O ~ )  s e e  solo se u ( v ) ~ v :  se poi v liscia F - - > E U B ,  

allora v induce un genera tore  in ogni addendo di 

i 

Osserviamo che, se ~(v) = v e al~ ~ 1D, allora a ~ 1F, e perci5 il 
sot togruppo di A u t ( F )  costi tuito dagli automorf ismi  di F che si de- 
formano lungo v ~ Z / ( P ) ;  infatti ,  se ~ ~ l 'elemento non banale di 

Aut(E~,  b0, ~ agisce come - - 1  su  6xt~(~2~ , OF)b~ , e lo stesso sa- 

rebbe vero di a se fosse ~1~ = ~ .  Questo conclude il passo induttivo. 

I casi iniziaIi dell ' induzione si dimostrano con argomenti  di degene- 
razione simili a quello presentato,  a par t i re  dai casi base 7 ~---0, 
n ~ 3 e ~, ~ 1, n ~---2, che si t ra t tano  diret tamente.  

Abbiamo indicato come si pub determinare  Sa,  e di conseguenza 
il Iuogo singolare di Mg per  g _> 4; t ra t t i amo ora il caso g ~ - 3 .  Una  
curva  C di genere 3 ~ un punto singolare di M3 s e e  solo se C appar-  
t iene a un S(p ,  7; a~ , . ,  a~) diverso dal luogo iperellittico. Le variet~ 
in questione sono 

S(3 ,0 ;1 ,1 ,1 ,1 ,2 ) ,  

S (7 ,0 ;1 ,1 ,5 ) ,  

S(7,0 ;1 ,2,4) ,  

S (2 ,1 ;1 ,1 ,1 ,1 ) ,  

S(3 ,1 ;  1,2),  

S(2 ,2) .  
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Le sole inclusioni t ra  queste sono 

S(2,2) c S(2 ,1;1 ,1 ,1 ,1) ,  

S(3,1;1,2)  c S(2 ,1 ;1 ,1 ,1 ,1) ,  

S(7,0;1,2,4)  c S(3 ,1 ;1 ,2) .  

Dimostriamo, per esempio, la seconda. Sia C u n  rivestimento triplo 
di una curva ellittica E, d i ramato  in ql ,  q~. L 'automorf ismo ~ di E 

che scambia ql e q2 si solleva a v ~ Aut(C) con v2~-1.  Se Q ~ fisso 

per o e Q, ,  Q2, Q~ E C si proiet tano su Q, e r commuta con un ge- 
neratore  di Aut(C/E), allora r Iascia fissi Q~, Qe e Q~. Poich6 o ha 
4 punti fissi, ~ ne avrebbe 12, il che ~ vietato dalla formula di 

Riemann-Hurwitz.  Quindi 7 non commuta con un generatore di 

Aut(C/E), lascia fisso uno solo t ra  i Q~, e quindi ha 4 punti  fissi, 
come si voleva. 

In conclusione 

Sing(M3) ~--- S(3,0;1,1,1,1,2)U S(2 , I ;1 ,1 ,1 ,1)  U S(7,0 ;1,1,5).  

SUMM)mY. - -  F o r  every  posit ive in teger  g, we expl ici t ly  de termine  all i r-  
reducible components of  the s ingular  locus of the moduli  space of smooth genus 
g algebraic  curves  and the i r  dimension. 
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