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Prefazione

Il punto di vista adottato nella prima parte di queste note € in un certo senso
intermedio tra quello classico dei libri di Weyl [13], Siegel [8, [9], 10], Springer [11],
Farkas e Kra [2], e quello pitt moderno di Gunning [4]. In questa prima parte non
si fa uso del linguaggio dei fasci e della loro coomologia, che invece vengono usati
nella seconda parte.

Lo studio delle superficie di Riemann compatte come varieta algebriche & svi-
luppato pitt a fondo nei libri di Griffiths e Harris [3] e di Arbarello, Cornalba,
Griffiths e Harris [1].

Il trattamento dei tori complessi ¢ ispirato a quello di Mumford in [7], e quello
del teorema di singolaritd di Riemann & tratto da Lewittes [6].

Maurizio Cornalba

vii






CAPITOLO 1

Preliminari

La nozione di varieta complessa e del tutto analoga a quella di di varieta diffe-
renziabile; la sola differenza e che si richiede che i cambiamenti di coordinate siano
olomorfi. Formalmente, sia X uno spazio topologico; un atlante olomorfo su X &
una famiglia di omeomorfismi &, : U, — V,, dove gli U, costituiscono un ricopri-
mento aperto di X, ogni V, & aperto in C" per qualche n e, per ogni scelta di « e
B, la composizione dell’inversa di ®, e di ®g e olomorfa dove definita. Due atlanti
olomorfi si dicono equivalenti se la loro unione e un atlante olomorfo. Una struttura
complessa su X e una classe di equivalenza di atlanti olomorfi per X. Una varieta
complessa ¢ il dato di uno spazio topologico di Hausdorff e a base numerabile e di
una struttura complessa su di esso. Gli omeomorfismi ¢, vengono chiamati carte
locali (olomorfe) o sistemi di coordinate locali (olomorfe), le loro componenti coor-
dinate locali (olomorfe) e gli aperti U, aperti coordinati. Diremo che un sistema
di coordinate ®,, & centrato in un punto = di X se ®,(x) & lorigine in C". Una
applicazione f : X — Y tra varieta complesse si dice olomorfa se Wo fo ® 1 ¢
olomorfa, dove definita, per ogni carta locale ¥ su Y e ogni carta locale ® su X.
In questo caso diremo anche che f & un morfismo di varieta complesse.

Sia X una varietd complessa e sia ® una carta locale per X. E chiaro che ®
pud anche essere vista come carta locale a valori in R?™ e che i cambiamenti di
coordinate tra carte locali per X, in quanto olomorfi, sono anche C*°. Dunque
X possiede una struttura di varieta differenziabile soggiacente alla (o ereditata
dalla) struttura complessa. Se x ¢ un punto di X, quest’ultima, in quanto varieta
differenziabile, ha una dimensione ben definita in z, alla quale faremo riferimento
come la dimensione reale di X in x, che & ovviamente un numero pari. E naturale
definire la dimensione complessa di X in x come la meta della dimensione reale.
Se la dimensione di X in un suo punto x € costante come funzione di x diremo
che X ha una dimensione. In questo caso (in particolare, quindi, quando X &
connessa) indicheremo la dimensione reale di X con dimg(X) e quella complessa con
dim¢(X). Nel seguito, quando parleremo di dimensione di una varieta complessa,
senza ulteriori specifiche, sara sottinteso che ci riferiamo alla dimensione complessa.
Una superficie di Riemann non & altro che una varieta complessa di dimensione 1.

Ricordiamo che le funzioni olomorfe soddisfano il principio del massimo. Questo
afferma che, se X ¢ una varietd complessa, f : X — C & olomorfa e |f| ha un
massimo locale in un punto z € X, allora f & costante su un intorno di z. Ne
segue che, quando X & compatta e connessa, ogni funzione olomorfa f : X — C
& necessariamente costante. Infatti in questo caso |f| ha un massimo in un punto
x € X, e il luogo dei punti y in cui f(y) = f(x) & chiuso e aperto per il principio
del massimo; poiché non e vuoto coincide con X.
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1.1. Forme differenziali su una varieta complessa

Siano z1, ..., z, coordinate locali sulla varieta complessa X . Possiamo scrivere
zj = xj ++/—1y;, dove x; e y; sono la parte reale e immaginaria di z;. Le funzioni
x; e y; costituiscono un sistema di coordinate locali per la varieta differenziabile
soggiacente a X. Se f & una funzione C' a valori complessi su un aperto di X si

pone
of of 8 aof of _1]9f af

2 [axj oy oz, ~ 2 oe, TV oy,
cosicché il differenziale di f non e altro che

df = Z pate +Z 5z, %

dove si ¢ posto
de = dil?j -+ V —1dyj s dfj = d%j — 71dyj .

La funzione f & olomorfa se e solo se soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann, cioe
se e solo se

af .
?:0, j:1,...,n.
Zj
Sia ora wq,...,w, un altro sistema di coordinate. Le w; sono funzioni olomorfe

delle z;, e quindi le derivate parziali dw; /0%, sono nulle per ogni scelta degli indici
j e h, e lo stesso & vero per le 0z;/0wW, e per i rispettivi coniugati 0w;/0z; e
0Z; /0wy, La regola di derivazione delle funzioni composte ci dice allora che

Zajdw +Z jfk—;((?zl;dwk7

e anche che

Wi

Z 8f owy, 8ZJ Z 6f 0wy, 0z;
owy, 0z 8wk owy, 8zj Jwy,

dihk dihk
_Z af Owp 8zjd

owy, 0z; Owy,

Wk
Jrh.k

——d
Z owy, Wk -
I differenziali

of = Z dzj, af = Z dzj

sono dunque definiti in modo mtrlnseco, e
df =0f +0f.

Notiamo che le equazioni di Cauchy-Riemann per f possono essere riscritte in modo
indipendente dalle coordinate sotto la forma 0f = 0.
Per ogni multiindice I = (41, ...,,) porremo |I| =p e
dZ]ZdZil/\“'/\dZip, dEI:dEil/\---/\dEip
Diremo che una forma differenziale ¢ su un aperto di X ha tipo (p,q) se & com-

binazione lineare, a coefficienti funzioni, di differenziali del tipo dzp A dzg, dove
|P| =pe|Q| =q. Il fatto che, se wy,...,w, & un altro sistema di coordinate, le
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derivate parziali 0z;/0w), siano nulle, ci assicura che questa nozione non dipende
dalla scelta delle coordinate. E chiaro che ogni n-forma si scrive, in modo unico,
come somma di forme di tipo (p,q), al variare di p e ¢ tra quelle coppie di interi
non negativi la cui somma ¢ n. Per ogni forma

Y= Zaudz[ ANdZ
1,7

si pone

0
Zaajj/\dZ[/\dZJ—Z aIJde/\dZ[/\dEJ7

kI,J
= = Oar,j
do = Z, =
© ZaaLJ/\dZ[/\dZJ Z T dZy Ndzy Ndz g,
1,0 k,I,J
ed ¢ chiaro che
dp = 0p + 0y .

E chiaro anche che d e @ portano forme di tipo (p,q) in forme di tipo (p+ 1,q) e
(p, q+1), rispettivamente. Segue inoltre dal fatto che d*> = 0 che gli operatori d e 0
hanno quadrato nullo e che 99 = —d3. Diremo che una (p, 0)-forma & olomorfa se
dp = 0 o, equivalentemente, se per ogni sua espressione locale Z|I\=p ardzy tutte
le funzioni a; sono olomorfe.

Si puo dare una nozione di tipo anche per vettori tangenti a X. Sia p un punto
di X e siano zi,..., 2, coordinate locali su un aperto contenente p. Come sopra,
scriviamo z; = x; + v/—1y;, dove z; e y; sono reali. Sia T lo spazio tangente nel
punto p alla varieta differenziabile soggiacente a X, e sia T'®g C il suo complessifica-
to; gli elementi di questo spazio sono le combinazioni lineari a coefficienti complessi
dei vettori tangenti 0/0x; e 0/dy;, j = 1,...,n. Diremo che un elemento di T ®r C
¢ di tipo (1,0) se & combinazione lineare dei vettori

0 1 —

0z 2 sz 8yl ’

e che ¢ di tipo (0,1) se & combinazione lineare dei vettori

0 1

= — —|— \/ — s
0z; 2 8:01 8yZ

Ogni elemento v € T ®g C si scrive in modo unico come somma

v = U(lao) + U(Ovl) R

dove v(1:0) ¢ di tipo (1,0) e v(®1) di tipo (0,1). La nozione di tipo ¢ indipendente
dalla scelta delle coordinate. Infatti, se w1, ..., w, ¢ un altro sistema di coordinate
locali su X,

o Owp, 0
0z - Oz Owy,’ Z 82z awh
dato che le wy, sono funzioni olomorfe delle z;. Lo spazio dei vettori tangenti di tipo
(1,0) in p viene detto spazio tangente (olomorfo) a X in p e indicato con il simbolo
Tx p. I suol elementi saranno detti vettori tangenti (olomorfi) a X in p.

Sia X una varieta complessa e siano z1,...,2z, € wi,...,w, due sistemi di
coordinate su X. Scriviamo z; = z; + v/—1y;, w; = t; + /—1s;, dove z;,y;,t;,5;
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sono reali. Notiamo che
dz; NdzZ; = =2V —=1dz; A dy;

Ndzj =D ) dw;
J J

dove D ¢ il determinante Jacobiano complesso det(dz;/0w;). Dunque

\(da; A dy;) = (?)n N(dz; A dz;)

_ (?)n(_n"i‘" Az n Nz,
= |DJ? <‘m>n — -A/\dwj

e che

2

= [D|* \(dt; Ads;).
J
Il determinante Jacobiano del passaggio dal sistema di coordinate reali sy, t1, ..., Sp, tn
al sistema di coordinate reali 1,1, ..., Zn, Y, & dunque |D|?; in particolare, & po-
sitivo. Quindi X, come varieta differenziabile, & orientabile. Come orientazione su
V=1

n
X sceglieremo sempre quella rispetto alla quale la forma (T) A j (dzj Ndzj) &

positiva.

1.2. Fibrati vettoriali

Sia X una varieta complessa. Un fibrato vettoriale olomorfo (o semplicemente,
quando non c¢’¢ rischio di confusione, fibrato vettoriale) su X & il dato di un morfismo
di varieta complesse 7 : F' — X piu una struttura di spazio vettoriale complesso di
dimensione finita su ogni fibra 7=1(x), x € X, soddisfacente la seguente condizione
di uniformita: per ogni x € X vi sono un intorno U e un diagramma commutativo

T —>U><<CT

\/

dove 7 € un isomorfismo di varieta complesse che induce, per ogni x € U, un isomor-
fismo di spazi vettoriali tra 7=1(x) e {} x C". Diremo che n & una banalizzazione
locale per m : F' — X. L’intero r si dice rango di F' — X nel punto x. Il rango € una
funzione localmente costante su X; in particolare, & costante quando X & connessa.
D’ora in poi considereremo solo fibrati vettoriali di rango costante, e parleremo di
rango di F' — X, senza ulteriori specificazioni. Un fibrato vettoriale di rango 1 sara
detto fibrato in rette. Un isomorfismo tra due fibrati vettoriali FF - X e E — X
non e altro che un isomorfismo tra le varieta complesse F' ed E che & compatibile
con le proiezioni su X e lineare su ogni fibra. Un fibrato vettoriale viene detto
banale se € isomorfo a un fibrato prodotto X x C’.

Sia w : ' — X un fibrato vettoriale sulla varieta complessa X. Possiamo
trovare banalizzazioni locali 1, : 7~ 1(U,) — U, x C" tali che gli U, formino un
ricoprimento aperto di X. Per ogni « indichiamo con (, la seconda componente
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di n4; si tratta dunque di una funzione definita su 7=(U,), a valori in C". Di
norma penseremo (, come un vettore colonna. A volte diremo che le (,, o le
loro componenti, sono coordinate di fibra per F rispetto al ricoprimento {Up,}.
Sull’intersezione U, N Ugz le (, sono legate da

Coz = gaﬁgﬁ )

dove gop € una funzione olomorfa su U, N Ug a valori matrici invertibili r x r.
Diremo che le funzioni g,s sono un sistema di funzioni di transizione per F rispetto
al ricoprimento {U,}. Le gap soddisfano la condizione di cociclo

9aB98y = Gay  su Ua NUNU,.

Viceversa, date funzioni soddisfacenti questa condizione, si puo costruire un fibrato

vettoriale F¥ su X ponendo
E=][v.xC / ~,

dove
Uy x C" 3 (x,(y) ~ (2,3) € Ug x C" se Ca = gapCs-

E immediato verificare che le gap sono funzioni di transizione per E. Diremo che
due sistemi di funzioni di transizione sono equivalenti se corrispondono a fibrati
vettoriali isomorfi.

E semplice esprimere la nozione di isomorfismo tra fibrati vettoriali in termini
di funzioni di transizione. Siano 7 : F' — X e p : E — X fibrati vettoriali, e sia
¢ : F = E un isomorfismo. Scegliamo sistemi di coordinate di fibra {(,} per F
e {&,} per E, rispetto a ricoprimenti aperti {Ua,} e {V4}; indichiamo con {gas} e
{fys} 1 corrispondenti sistemi di funzioni di transizione. Poiché ¢ ¢ lineare lungo
ogni fibra si pud scrivere, su ogni intersezione 7= (U, N'V;),

(1.1) & (p(2)) = tqya(m(2))Ca(2),

dove U, € una funzione olomorfa su U,NV,, a valori matrici; inoltre u,, € invertibile
ovunque dato che ¢ ammette una inversa. Le funzioni u,, soddisfano le condizioni
di compatibilita

(1.2) UyaGap Zf,Y5U5ﬁ su UaﬂUﬁﬂVVﬂVE.

Viceversa un sistema di funzioni olomorfe {u,q} a valori matrici invertibili soddi-
sfacente queste condizioni di compatibilitd definisce, tramite la[I.I] un isomorfismo
tra F e E. In particolare, due sistemi di funzioni di transizione {g.5} ¢ {fys} sono
equivalenti se e solo se vi sono funzioni olomorfe {u.} a valori matrici invertibili
per cui valgano le [I.2]

Sia 7 : F — X un fibrato vettoriale sulla varieta complessa X, e sia V un
aperto di X. Una sezione di F' su V e una applicazione s : V. — F tale che mo s
sia I'identita su V. Se s & olomorfa (oppure continua, oppure differenziabile) come
applicazione da V' a F diremo che s & una sezione olomorfa (oppure continua, oppure
differenziabile). Consideriamo ora banalizzazioni locali 1, : 7=1(U,) — U,y X C" per
F tali che gli U, ricoprano X. Per ogni « indichiamo con s, la seconda componente
della composizione 7, © sjyny,; se s ¢ una sezione olomorfa (oppure continua, o
differenziabile) si tratta di un vettore colonna di funzioni olomorfe (oppure continue,
o differenziabili) su VNU,. Queste funzioni soddisfano le condizioni di compatibilita

Sa = GapSs su VNU,NUg.
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Viceversa, funzioni soddisfacenti questa condizione definiscono una sezione di F'
su V. Nel seguito, quando parleremo di sezioni di F', senza ulteriori precisazioni,
intenderemo sezioni olomorfe. Le sezioni olomorfe (o differenziabili, o continue) di
F' si possono sommare tra loro o moltiplicare per funzioni olomorfe (o differenzia-
bili, o continue); i risultati di queste operazioni sono ancora sezioni olomorfe (o
differenziabili, o continue) di F.

Molte delle costruzioni standard per spazi vettoriali si generalizzano ai fibrati
vettoriali. Ad esempio, i fibrati vettoriali si possono tensorizzare tra loro. Se F' ed
E sono fibrati di ranghi r e v’ dati da funzioni di transizione g,z e fap rispetto
a uno stesso ricoprimento (ci si pud sempre ridurre a questa situazione raffinando
i ricoprimenti originali), allora il prodotto tensoriale F' ® F ¢ il fibrato di rango
rr’ le cui funzioni di transizione sono le gog ® fos. Una sezione di F' puod essere
moltiplicata per una sezione di F, e il risultato ¢ una sezione di F' ® E. Il duale di
F ¢ il fibrato vettoriale FV con funzioni di transizione tg;é. Un’altra costruzione
possibile & quella di potenza esterna. La potenza esterna p-esima di F', scritta APF,
ha come funzioni di transizione le matrici APg,3. Quando L ed M sono fibrati in
rette, anche L ® M ¢ un fibrato in rette, che di norma verra indicato con LM. Il
duale di un fibrato in rette L verra di norma indicato con L~! invece che con LV;
¢ chiaro che il prodotto di L con L1 & banale.

Uno degli esempi basilari di fibrato vettoriale su una varieta complessa X e
dato dal fibrato tangente olomorfo Tx. I punti di questo fibrato sono i vettori
tangenti (olomorfi) a X, e la mappa Tx — X associa ad ogni vettore il punto di
applicazione. Scegliamo un ricoprimento {U,} di X per mezzo di aperti coordinati,
e indichiamo le coordinate su U, con zl,...,2". Le funzioni di transizione per Ty
rispetto a un tale ricoprimento sono le matrici n X n

. (6)
af = | 75 |-
32%

Il fibrato duale Ty viene chiamato fibrato cotangente olomorfo di X. Le sezioni
(C* o olomorfe) di APTY mnon sono altro che le forme (C*° o olomorfe) di tipo
(p,0) su X. 1l fibrato AY™XTY & un fibrato in rette, che viene chiamato fibrato
canonico di X, e indicato di norma con il simbolo Kx.

Il fascio strutturale Ox di una varieta complessa X e il fascio di anelli locali
definito come segue: per ogni aperto V, I'(V, Ox) ¢ l'anello delle funzioni olomorfe
su V mentre, se W & un altro aperto contenuto in V', 'operatore di restrizione
I'V,0x) — T'(W,Ox) non & altro che la restrizione di funzioni. A ogni fibrato
vettoriale F' su X & associato un fascio di Ox-moduli O(F); per ogni aperto V,
L(V,O(F)) & l'insieme di tutte le sezioni di F' su V', mentre gli operatori di restri-
zione sono quelli ovvi. Ad esempio, il fascio associato al fibrato banale X x C ¢ il
fascio strutturale Ox. Spesso confonderemo, quando cio non presenta rischi, fibrati
vettoriali e fasci ad essi associati. Il fascio delle sezioni olomorfe di APTY si indica
di norma con il simbolo Q.

PROIEZIONI DA UN PUNTO, SCOPPIAMENTI



Parte 1

I teoremi di Riemann-Roch e di

Abel






CAPITOLO 2

Differenziali abeliani

Sia C una superficie di Riemann connessa e compatta. Dal punto di vista
topologico, C' & una superficie compatta, connessa e orientabile. E ben noto che
una tale superficie non € altro che una sfera con attaccati un numero finito di
manici.

Il numero di manici ¢ il genere di C; dunque qui sopra e raffigurata una
superficie di Riemann di genere 4.

Un differenziale olomorfo su un aperto di una superficie di Riemann C' & una
(1,0)-forma « tale che dar = 0; in altri termini se scriviamo, localmente, o = a(z)dz,
la funzione a deve essere olomorfa. Se invece permettiamo alle funzioni a(z) di
avere dei poli parleremo di differenziale meromorfo. Un differenziale olomorfo su
un aperto di C non ¢ dunque altro che una sezione del fibrato canonico K. Quando
C ¢ compatta e connessa, i differenziali olomorfi su tutta la superficie C' vengono
anche chiamati differenziali abeliani. Cerchiamo di determinarli in alcuni esempi
specifici di superficie di Riemann.

EsEmPIO 2.1 (La sfera di Riemann). La sfera di Riemann si ottiene a partire
dall’unione disgiunta di due copie di C, con coordinate lineari z e w, tramite 'iden-
tificazione w = 1/z, per ogni valore non nullo di z. Se « & un differenziale abeliano
possiamo scriverlo nella coordinata z, sotto la forma a = a(z)dz, dove

a(z) = Zcizi;

i>0

Allora, nella coordinata w, si ha che

a= Zciw_id(l/w) = Z ciw™ " 2 dw .

>0 >0

Dunque « non ¢ olomorfa per w = 0 a meno che non sia identicamente nulla. In altre
parole, in questo caso lo spazio vettoriale dei differenziali abeliani ha dimensione
nulla.

ESEMPIO 2.2 (Superficie di Riemann ellittiche). Una superficie di Riemann el-
littica & un quoziente C/A = C, dove A & un reticolo in C, cio¢ un sottogruppo
discreto di rango 2. Se z € una coordinata lineare in C, il differenziale dz & invarian-
te per traslazione, quindi discende a un differenziale abeliano su C, che indicheremo
con lo stesso simbolo. Si noti che dz non si annulla mai; dunque, se a & un altro
differenziale abeliano, a/dz & una fuzione olomorfa su C, e quindi ¢ costante. Cid
mostra che, per una superficie di Riemann ellittica, lo spazio dei differenziali abe-
liani ha dimensione uno; inoltre un differenziale abeliano non nullo non si annulla
mai.
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Prima di passare al prossimo esempio, facciamo alcune osservazioni di carattere
generale. Ricordiamo innanzitutto il teorema dei residui. Se « € un differenziale me-
romorfo con rappresentazione locale a(z)dz, dove z & una coordinata locale centrata
in un punto p, e

a_

(2.1) a(z):~--+71+a0—|—a12—|—a2z2+...

¢ lo sviluppo di Laurent di a(z) in termini di z, allora il residuo di « nel punto p &
res, @ =a_j .

Che questa sia una buona definizione puo essere verificato direttamente, oppure
osservando che

\/1 /

a1 = ——— | «a,

2w/ —1 T

dove I' € un piccolo cammino semplice chiuso intorno a p percorso in verso antiorario,
come segue dallo sviluppo 2.1

TEOREMA 2.3 (dei residui). Sia o un differenziale meromorfo su una superficie
di Riemann compatta C. Allora
Z res,a = 0.

peC

Naturalmente la somma che appare nell’enunciato ¢ in realta una somma finita, dato
che res, o puo essere diverso da zero solo quando p € uno dei poli di «, e questi
sono in numero finito. La dimostrazione del teorema dei residui ¢ una semplice

applicazione della formula di Stokes. Indichiamo con Ds,...,D; piccoli dischi
centrati nei poli py,...,pnr di a. Allora
h
27?\/—12respa:2W\/—1Zrespia:Z/ a:—/ do=0.
peC = — JoD; C~UD;

Un corollario utile del teorema dei residui si ottiene applicando questo al differen-
ziale logaritmico dlog f = 4 di una funzione meromorfa su C. Si verifica imme-
diatamente che il residuo di dlog f in un punto p e pari all’ordine di annullamento
di f in p se in questo punto f non ha un polo; se invece f ha in p un polo di ordine
n, il residuo vale —n. Segue dal teorema dei residui che il numero dei poli di f,
contati tante volte quant’e il loro ordine (o, come si dice, la loro molteplicita), &
pari al numero degli zeri, contati anche questi secondo la loro molteplicita.

In particolare, se ¢ e ¥ sono differenziali abeliani su C, allora ¢ e 1 hanno lo
stesso numero di zeri, come si vede applicando queste considerazioni alla funzione
meromorfa ¢/v. Infatti i poli di ¢/¢ vengono da zeri di v, e i suoi zeri da zeri di
®.

ESEMPIO 2.4 (Superficie di Riemann iperellittiche). Consideriamo il luogo Z
in C? definito dall’equazione
2® = F(y),
dove F' & un polinomio monico di grado 2n con radici distinte. Dunque
Fiyy= [[ w-¢), G#Gsei#j.
1<i<2n

Notiamo innanzitutto che Z ¢ liscio. Infatti la derivata di 2 — F(y) rispetto a x
si annulla su Z solo in corrispondenza degli zeri di F', dove la derivata rispetto a y
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non si annulla. Dunque, per il teorema delle funzioni implicite, possiamo scegliere
y come coordinata locale su Z lontano dalle radici di F', e x come coordinata locale
vicino alle radici di F. Per fissare le idee, lavoreremo con

F(y) = y6 -1 )
ma la discussione sara valida in generale. Raggruppiamo le radici di F' a due a
due e uniamo i due elementi di ogni coppia con un segmento (in generale, con un
cammino)
La funzione (y—¢;)(y—¢;+1) ha due radici quadrate olomorfe sul complementare
del segmento (;(;+1; chiamiamo una di queste f;, e poniamo

f=nhisfs.

Ora tagliamo il piano delle y lungo i segmenti (1(a, (3(4, (5(s- La parte di Z che
giace sopra la parte rimanente del piano delle y € 'unione disgiunta di due copie
del piano tagliato, cioe dei due fogli di equazioni

-T:f(y)7 q;:—(y)

Il piano delle y puo essere compattificato aggiungendo un punto all’infinito; il risul-
tato e la sfera di Riemann. Allo stesso modo aggiungendo a Z due punti all’infinito
si ottiene una superficie di Riemann compatta e connessa C. Piu esattamente si
possono incollare a Z due piccoli dischi {w : |w| < e} e {t : |t| < e} per mezzo delle
identificazioni

1 1
w— (z,y) dove :vzf(w), y:E,

1

t— (z,y) dove x:—f<715>7 y=75-
Per ottenere C' dalle nostre due copie del piano delle y tagliato (e completato)
dobbiamo incollarle in base alla seguente ricetta. Attacchiamo un lato di ognuno
dei tagli del piano “inferiore” al lato opposto del corrispondente taglio sul piano
“superiore”. Cio e rappresentato nella figura qui sotto. Dopo aver incollato si
ottengono due frecce non spezzate, una tratteggiata e una no.

Per capire come e fatta C' dal punto di vista topologico & conveniente effettuare
una inversione rispetto all’origine (y — 1/7) nel piano tagliato “superiore”. Cio
ha l'effetto di cambiare ’orientazione, cambiando in particolare il verso delle frecce
“superiori” nella figura qui sopra. Il processo di incollamento puo allora essere
visualizzato, in stadi successivi, come segue.

La superficie di Riemann che ne risulta ha dunque questo aspetto:

In altre parole, C ha genere pari a 2. Per un F generale, la stessa costruzione
produce una superficie di Riemann di genere g =n — 1:

Ora scriveremo esplicitamente tutti i differenziali abeliani su C'. Poniamo

dx

Y= o -
Oy
Nel nostro caso particolare
dx dy
v 6y°> 2z’
Usando la prima di queste due espressioni vicino alle radici seste dell’'unita, dove y
non si annulla e z ¢ una coordinata locale, e la seconda espressione lontano dalle
radici seste dell’unita, dove x non si annulla e y € una coordinata locale, si vede
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facilmente che ¢ € olomorfa e mai nulla su Z. Nella coordinata w, invece, abbiamo
che )
w? < 1 ) w
(p = 7d —_ = 776&0,
2v1 —wb \w 2v/1 — wb

e dunque ¢ ha uno zero semplice per w = 0; lo stesso accade per t = 0. Per un F
generale considerazioni analoghe mostrerebbero che ¢ € olomorfa, non si annulla su
Z, e ha zeri di molteplicita n — 2 nei due punti all’infinito. Vi sono allora almeno
g differenziali indipendenti su C, e cioe

T TS
Dico che questo e tutto, cioe che ogni differenziale abeliano su C' & una combinazione
lineare di quelli appena elencati. Si puo ragionare come segue. Sia h l'involuzione
su C che manda (z,y) in (—z,y). Ogni differenziale abeliano « si puo scrivere come
somma della sua parte h-invariante e della sua parte h-antiinvariante, e cioe di
* *
poatile) ok
La parte invariante, e cioe 3, discende a un differenziale olomorfo sul piano delle
y, almeno lontano dalle radici di . Se p & una di queste radici, 8 si puo scrivere,
vicino a (0, p) e nella coordinata x, come 8 = a(x)dz, dove

a(x) = E ¢z’ .
i>0
Dato che § € invariante per l'involuzione x — —z, tutti i coefficienti di indice pari
devono essere nulli, cosicché possiamo scrivere

8= 2b(:c2)x dx = b(y)dy

per qualche funzione olomorfa b. Dunque S discende a un differenziale olomorfo
su tutto il piano (completato) delle y. Dato che non vi sono differenziali abeliani
non nulli sulla sfera di Riemann, 8 deve essere nullo. Sappiamo dunque che ogni
differenziale abeliano a su C' ¢ antiinvariante. Il quoziente o/ ¢ allora una funzione
meromorfa invariante su C' che e olomorfa su Z, dato che ¢ non vi si annulla mai.

Dunque
«

;:P(y)

per qualche polinomio P. Il grado di P non puo superare g — 1 = n — 2 dato che ¢
ha degli zeri di ordine n — 2 all’infinito.

In conclusione si € visto che, almeno nei casi considerati finora, il genere puo
essere equivalentemente definito come:
i) il numero di manici di C',
ii) la dimensione dello spazio dei differenziali abeliani su C,
iii) la meta del numero degli zeri di un differenziale abeliano su C' pit uno.

Ora vedremo che questo & vero per ogni superficie di Riemann compatta e connessa.
Consideriamo la successione di spazi vettoriali e applicazioni lineari
(2.2)
0— H(C,Ko) — H'(C,C) = H'(C,0¢) % H'(C, K¢) — H*(C,C) -0,
dove il significato dei simboli ¢ il seguente:
- H°(C, K¢) (spesso scritto, in forma abbreviata, H°(K¢) o H°(K)) ¢ lo
spazio vettoriale dei differenziali abeliani su C,
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- HY(C,K¢) (oppure, in forma abbreviata, H'(K¢) o H*(K)) sta per
(1,1)-forme
(1,1)-forme O-esatte ’

- HY(C,C) (oppure, in forma abbreviata, H!(C)) sta per
i-forme d-chiuse
i-forme d-esatte ’
- HY(C,O¢) (oppure, in forma abbreviata, H!(O¢) o H(O)) sta per
(0,1)-forme
(0, 1)-forme O-esatte

Le applicazioni sono indotte da quelle ovvie a livello di forme; in particolare, d
¢ indotta dalla differenziazione esterna. Naturalmente, usando gli isomorfismi di
Dolbeault e di de Rham (dei quali riparleremo nel Capitolo [3), la [2.2] si identifica
con una parte della successione esatta lunga di coomologia associata alla successione
esatta di fasci

0—>(C—>(’)CE>KC—>O,

dove O¢ ¢ il fascio delle funzioni olomorfe su C e K¢ ¢ il fascio canonico. Ma di
questo non avremo bisogno.

Dico che la successione 2.2)¢ esatta. Il solo punto che merita qualche attenzione
¢ la verifica che I'applicazione dai differenziali abeliani a H'(C) sia iniettiva. Sia
a un differenziale abeliano e supponiamo che a@ = dj3. Allora 98 = 0, e quindi
¢ olomorfa, dunque costante, e a = df = 0. L’esattezza di nelle altre posizioni
¢ immediata. Verifichiamo ad esempio lesattezza in H'(C). Sia « una 1-forma
d-chiusa e scriviamo « =  + v, dove 8 ha tipo (1,0) e v ha tipo (0,1). Dire che la
classe di o va a zero in H'(O) significa che dire che 7 & della forma dn. Ma allora

OB —0n)=0B+00n=0B+0y=da=0,
B—On=B+~y—dn=a—dn.

La prima di queste identita dice che 5 — dn & un differenziale abeliano, la seconda
che rappresenta, in H!(C), la stessa classe di a.
Vogliamo ora mostrare che 'applicazione antilineare

(2.3) HY(C,K¢) — HY(C,0c)  awclasse di @
¢ iniettiva. Supponiamo infatti che @ = 9. Allora
998 = da = 0.

Ora, se z = x + v/—1y & una coordinata locale su C e x,y sono le sue parti reale e
immaginaria,

0%p B 0?8 023 A

9207~ 022 T agr P
cosicché 908 = AB dz A dZ ¢ essenzialmente il Laplaciano di 3. Sappiamo dunque
che 8 ¢ una funzione armonica. Ma il principio del massimo (vedi il Capitolo @
dice che, se una funzione armonica ha un punto di massimo locale, essa ¢ costante
su un suo intorno. Dato che C' & compatta e connessa, 8 deve essere costante, e
quindi « & nulla.
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Mostrare che 2:3]¢ in effetti un isomorfismo non ¢ altrettanto semplice. Cid che
bisogna mostrare ¢ che, se o ¢ una (0, 1)-forma, possiamo trovare una funzione
tale che

da—30B)=0.
In altre parole, dobbiamo essere in grado di risolvere I’equazione differenziale
008 = dav.
Che cio e possibile segue dal seguente risultato piu preciso, che puo essere conside-

rato la pietra angolare della teoria delle superficie di Riemann compatte.

TEOREMA 2.5. Sia C' una superficie di Riemann compatta e connessa, e sia
¥ una 2-forma liscia su C. Allora vi é una funzione doppiamente differenziabile u
tale che

0ou =1

/szo.

Per poter applicare il teorema[2.5]al nostro problema particolare dobbiamo solo

osservare che
/ da = / da =0,
c c

per la formula di Stokes. Per una dimostrazione del teorema [2.5| rimandiamo al
Capitolo [6} qui vogliamo solo riformulare il teorema per renderlo pitt plausibile.
Scegliamo su C' una forma di volume @, cioe una forma che & localmente del tipo

V=1
2

se e solo se

Inoltre u ¢ liscia.

adz Ndz =adzx Ndy,
dove a € una funzione positiva, e definiamo un operatore differenziale L ponendo
d0u

T

Definiamo anche un prodotto interno sullo spazio delle funzioni su C' ponendo

(u,v>=/cuf<1>.

Rispetto a questo prodotto interno, L & un operatore differenziale fortemente ellit-
tico e autoaggiunto. Infatti

<Lu,v>:ﬁ/caauv@:ﬁ/caauv:ﬁéd(auv)+ﬁéauA6v

Lu=+v-1

P
=¢?1/05uA66:¢?1/Cd(ua@)—ﬁ/cuéa@
Z—\/jl/cugﬁz(u,h)).

Segue dalla teoria generale degli operatori fortemente ellittici che Lu = v si puo
risolvere se e solo se v ¢ ortogonale al nucleo dell’aggiunto di L, cioe di L. Ma



2. DIFFERENZIALI ABELIANI 15

questo nucleo consiste esattamente delle funzioni armoniche, che sono tutte costanti.
Dunque la condizione per la risolubilita di Lu = v é:

/v‘I):O,
c

e 00u = 1 puo essere risolta se e solo se

o= [ Lo [ .

Un’altra conseguenza del teorema [2.5] & che, nella successione I’omomorfismo
da HY(C,K¢) ad H*(C,C) & un isomorfismo: infatti, se a ¢ una (1,1)-forma e
«a = df, possiamo scrivere

a=df=089y=—-9(d),

e quindi o rappresenta zero in H!(C, K¢). Inoltre H(C, K¢) pud essere calcolato
in modo esplicito. Per vederlo, sia « una (1,1)-forma; c’'¢ una costante k con la

proprieta che
/ a=k / D.
c c

In virtu del teorema [2.5] cio implica che possiamo trovare [ tale che

a—k® =008 =doj.
Quindi ogni elemento di H(C, K¢) ¢ un multiplo della classe di ®, e H'(C, K¢)
ha dimensione uno.

In conclusione, se scriviamo h%( , ) per indicare la dimensione complessa di

Hi( , ), la successione esatta e i corollari del teorema ci dicono che
1
5 (C.C) = h(C, Ke) = 1 (C, Oc),
rY(C,Kc) = h*(C,C) =1.

La pit notevole di queste due uguaglianze ¢ senz’altro la prima, poiché ci dice che
due invarianti di C che sono definiti usando la struttura olomorfa, come h°(C, K¢)
e h'(C,O¢), sono in effetti invarianti differenziali (anzi topologici), perche tale &
h2(C,C). Dato che abbiamo calcolato esplicitamente, per almeno una superficie di
Riemann per ogni genere, che h(K) & pari al genere, e dato che tutte le superficie di
Riemann di genere dato sono identiche dal punto di vista differenziale, ne deduciamo
che

(24) S HN(C.C) = W(C, Ke) = W (C,0c) = 4(0),

dove g(C) denota il genere di C.






CAPITOLO 3

I teoremi di Riemann-Roch e di dualita

Sia C una superficie di Riemann compatta e connessa. Ricordiamo che un
fibrato in rette L su C' puo essere descritto dando un ricoprimento di C' con aperti
U, e funzioni di transizione olomorfe e mai nulle g,g tali che

(3.1) JaBIBy = Gary su U, NUgNU,

per ogni scelta di «, 8 e 7, e che una sezione olomorfa (o C*) di L & una collezione
s = {sq} di funzioni olomorfe (o C*°) s, : U, — C tali che

(3.2) Sa = JaBSg su UyNUg.

In modo simile si definiscono le sezioni meromorfe di L. Analogamente, una (0, 1)-
forma a valori in L & una collezione ¢ = {p,} di (0,1)-forme C* sugli aperti U,
tali che

Yo = JapPs su Uy, NUg.
Sia ora s una sezione C*® di L. Differenziando la[3.2] si ottiene che

gsa = ga[353g y

dato che g, & una funzione olomorfa. Dunque {ds,} & una (0, 1)-forma a valori in
L, che indicheremo con Os.

Ci sara utile adottare la seguente convenzione. Sia f una funzione meromorfa
in un intorno di un punto p di C. Se f ha uno zero di ordine n in p diremo anche
che f ha un polo di ordine —n in p, e viceversa quando f ha un polo di ordine n
diremo anche che ha uno zero di ordine —n.

3.1. Il fibrato in rette associato a un divisore

Un divisore su una superficie di Riemann C' ¢ una combinazione lineare formale
finita a coefficienti interi di punti di C, cio¢ una espressione D = Zpec npp dove
gli n,, sono interi, nulli tranne che per un numero finito di punti p. Il grado di D &

deg(D) = an.

Se ny, # 0 diremo impropriamente che p appartiene a D. Se U ¢ un aperto, una
equazione per D in U & una funzione meromorfa su U che ha ordine di zero esat-
tamente uguale a n, in ogni punto p € U. Sia ora {U,} un ricoprimento aperto di
C, e sia f, una equazione per D in U,. Potremmo ad esempio scegliere come U,
degli aperti coordinati con coordinata z, centrata in p, € U, e tali che ny = 0 per
ogni q € U, diverso da pq, e come f, la funzione z,"*. Poniamo

A
af fﬁ'

17
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E immediato verificare che le Jap soddisfano la condizione di compatibilita e
che sono olomorfe e mai nulle. Indicheremo, un po’ impropriamente, con O(D) il
corrispondente fibrato in rette; piu propriamente, con questa notazione andrebbe
indicato il fascio delle sezioni olomorfe del fibrato stesso. E facile verificare che
cambiando ricoprimento o equazioni per D si ottengono funzioni di transizione
equivalenti, cosicché O(D) ¢ ben definito.

Sia s = {s4} una sezione di O(D). Dunque

s s
f—z = ﬁ su Uy N Uy,
e quindi s,/fs € la restrizione a U, di una funzione meromorfa F globalmente
definita; inoltre I’ordine di polo di F' in qualsiasi punto p non supera n,. Viceversa,
data una funzione meromorfa F' con queste proprieta, {foF'} ¢ una sezione di O(D).
In altri termini, se denotiamo con H°(C, L) lo spazio di tutte le sezioni di un fibrato
in rette L, e con L£(D) lo spazio vettoriale di tutte le funzioni meromorfe il cui ordine
di polo in ogni p non supera n,, allora

H(C,0(D)) ~ L(D).

Sia L un fibrato in rette dato da funzioni di transizione g,g, e supponiamo che
abbia una sezione meromorfa non nulla s = {s,}. Il divisore di s ¢, per definizione,

D= anp,

peC

dove n,, sta per I'ordine di zero di s in p; si noti che si tratta di una somma finita.
Ora, s, ¢ chiaramente una equazione locale per D; dato che
— Sa
Gap = % 5
il fibrato L & isomorfo a O(D). In particolare, per mostrare che un fibrato in rette
¢ della forma O(D) basta mostrare che ha una sezione meromorfa non nulla.
Il prodotto di fibrati in rette corrisponde alla somma di divisori; pitl esattamente

OD+D)=0D)20(D); OD)*=0(-D).

Spesso scriveremo L(D) per indicare il prodotto tensoriale L ® O(D).

Sia L un fibrato in rette, e siano s e ¢ due sue sezioni meromorfe non nulle.
Allora il quoziente s/t ¢ una funzione meromorfa su C, e il teorema dei residui
mostra che ha tanti poli quanti zeri. Quindi il numero di zeri di s e di ¢ & lo stesso
(i poli vengono contati come zeri con molteplicita negativa). Ha allora senso definire
il grado di L come

deg(L) = numero di zeri meno numero di poli di una sezione meromorfa di L.

In altre parole
deg(O(D)) = deg(D).

Il problema & che non sappiamo ancora se ogni fibrato in rette su C' ammette una
sezione meromorfa non nulla, o equivalentemente se & della forma O(D) per qualche
divisore D; vedremo piu avanti che cio e vero, e quindi che il grado di L e definito
per ogni fibrato in rette L su C. Torneremo ancora sulla relazione tra divisori e
fibrati in rette, in un contesto un po’ piu generale, nel capitolo
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3.2. L’isomorfismo di Dolbeault
Sia L un fibrato in rette su C. Consideriamo la successione di fasci
(3.3) 0—L—AL) S AYL) =0

dove AY(L) & il fascio delle sezioni C* di L, e A'(L) quello delle (0,1)-forme a
valori in L. Dico che questa successione e esatta. Il solo problema e mostrare che
0 ¢ suriettiva, cio¢ che, se ¢ una forma di tipo (0,1) a valori in L definita su un
intorno di un punto p € C, allora si puo trovare una sezione ¢ di L su un intorno
di p tale che

(3.4) o =0

sull’intorno stesso. Dato che si tratta di una questione puramente locale possiamo
supporre che L sia banale e lavorare su C invece che su C'. Sia y una funzione C'*°
a supporto compatto che vale 1 vicino a p ed ¢ nulla fuori da un intorno U di p
sulla cui chiusura ¢ sia definita. Rimpiazzando ¢ con la forma che ¢ uguale a x¢
su U e a zero altrove possiamo supporre che ¢ sia definita e liscia su tutto C e
abbia supporto compatto. La risolubilita locale dell’equazione segue allora dal
seguente semplice risultato.

LEMMA 3.1. Sia g(2)dz una (0 1)—f0rma a supporto compatto su C. Poniamo

f(z) =

%r C O)dC A dC.

Allora 0f = gdz.
Per dimostrare il lemma notiamo innanzitutto che un semplice cambio di va-
riabili da

f(2) = 2mﬁ/c (= + Q)d¢ A dC.

Derivando sotto il segno di integrale otteniamo che

of 1 9 (= — lim z 1
VT g = [ 25+ acndt=—tim [ a6+ gc)

1 2m

T L _ V=19 —

= ;gr%) e g(z+C)<dC gl_r}(l)/o g(z +ce W—1dv
=21V —1g¢(2)

dove la differenziazione esterna nel secondo integrale ¢ effettuata rispetto a ¢ e ¢.
Questo dimostra il lemma.

Ora che abbiamo dimostrato ’esattezza della successione ne ricaviamo una
successione esatta lunga di coomologia
0— H°(C,L) - H°(C, A%(L)) - H°(C, A'(L)) - H'(C,L) - H'(C, A°(L)) —
Mostreremo che H'(C, . A%(L)) & nullo, e quindi che si ha I'isomorfismo di Dolbeault
(3.5) H(C, L) = (0, 1)—for7me a valori in L _

(0, 1)-forme O-esatte a valori in L

Per vedere che H'(C, A°(L)) = 0, sia {&;;} un 1-cociclo a valori in A°(L) rispetto
a un ricoprimento aperto {U;}. Dunque

&ij + &k = Ein sulU; NU; NU.
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Scegliendo ¢ = j si ottiene che &;; = 0 su U; N Uy per ogni k, e quindi che &; = 0
su U;; poi, scegliendo ¢ = £, si ottiene che &; = £;; su U; N U;. Ora scegliamo una
partizione C*° dell’unita {);} subordinata a {U;}. Poniamo

= Mnni,
h
dove si intende che A\,&p; viene estesa a zero su U; — (U; N Uy). Allora

N — M = Z Anéhj — Z Anéhi = z An(&in + &ng) = Z)\h&j =&ij -
n 3 3 3

Dunque {;;} rappresenta zero in H!(C,.A°(L)). Questo completa la dimostrazione
dell’isomorfismo 3.5

Nel seguito della prima parte di queste note non faremo alcun uso della coomo-
logia dei fasci. La sola ragione per discutere 'isomorfismo di Dolbeault ¢ stata di
indicare che le nostre argomentazioni hanno anche una interpretazione coomologica.

3.3. Il teorema di Riemann-Roch

Il problema di Riemann-Roch & quello di calcolare la dimensione di H°(C, L),
dove L & un fibrato in rette su una superficie di Riemann compatta e connessa C'.
Una risposta parziale ¢ fornita dal teorema di Riemann-Roch.

TEOREMA 3.2 (Riemann-Roch). Sia C una superficie di Riemann compatta e
connessa di genere g, e sia L un fibrato in rette su di essa. Gli spazi vettoriali
HO(C,L) e HY(C, L) sono di dimensione finita e le loro dimensioni sono legate
dalla formula di Riemann-Roch

R(C,L) — h*(C,L) = deg(L) + 1 — g.

Notiamo innanzitutto che il teorema & chiaramente vero se L = O. Sia p un
punto di C. Consideriamo la successione

(3.6) 0— H°(C,L(-p)) — H°(C,L) > L, L HY(C,L(-p)) > HY(C,L) =0,

dove L, ¢ la fibra di L sul punto p, a associa ad ogni sezione il suo valore nel punto
p, € B ¢ definita come segue. Se ¢ € Ly, c’¢ una sezione liscia di L che assume il
valore ¢ in p ed € olomorfa su un intorno di p; indichiamola con £. Definiamo allora
B(c) come la classe di 9¢; si noti che O¢ & identicamente nulla su un intorno di p.
Per convincersi che una & con le caratteristiche cercate esiste scegliamo innanzitutto
una sezione s di L su un intorno U di p che assuma il valore ¢ in p. Scegliamo poi
una funzione liscia x che valga 1 su un intorno di p e zero fuori da U (dato che
dovremo usare spesso funzioni di questo tipo, conveniamo di chiamare una tale y
un brufolo in U intorno a p). Una £ con le caratteristiche cercate & ad esempio xs,
estesa a zero fuori da U.

La successione [3.6] ¢ esatta. Questo si verifica con facilitd. L’esattezza nei due
termini di sinistra ¢ evidente. Mostriamo che si ha esattezza in L,. Con le notazioni
appena stabilite, se 3(c) = 0, allora 9¢ = O, dove v & una sezione C™ di L che
si annulla in p. Quindi £ — v & una sezione olomorfa di L il cui valore in p € ¢; in
altre parole

ale—v) =
D’altra parte e chiaro dalle definizioni che la composizione di a e § & zero. E
altrettanto facile mostrare che vy & suriettiva. Data una (0, 1)-forma ¢ a valori in
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L, vicino a p possiamo scrivere ¢ = du per la risolubilita locale dell’equazione
Allora, se x & un brufolo intorno a p, ¢ — d(xu) & una forma a valori in L(—p) la
cui classe ha come immagine la classe di ¢. Mostriamo infine che la [3.6] ¢ esatta
in H'(L(-p)). E chiaro per costruzione che la composizione di 5 e v & nulla. Una
classe in H'(L(—p)) & rappresentata da una (0,1)-forma ¢ a valori in L(—p). Se
z € una coordinata locale centrata in p possiamo scrivere localmente ¢ = z1), dove
1 ¢ una (0,1)-forma a valori in L su un intorno di p. Per la risolubilita locale
dell’equazione possiamo scrivere 1) = Ju, e quindi ¢ = d(zu), vicino a p. Se
X ¢ un opportuno brufolo intorno a p, xzu si estende a una sezione C* di L(—p)
su tutta C, che indichiamo con w. Le forme ¢ e ¢’ = ¢ — Ow rappresentano la
stessa classe in H'(L(—p)). Questo mostra che ogni classe in H'(L(—p)) ha un
rappresentante che ¢ identicamente nullo su un intorno di p, dato che ¢’ gode di
questa proprieta per costruzione. Supponiamo che v mandi a zero la classe di @, cioe
che esista una sezione liscia o di L tale che ¢ = do. Per quanto appena dimostrato
possiamo supporre che ¢ sia identicamente nulla, cioe che o sia olomorfa, su un
intorno di p. Ma allora do rappresenta 3(c), dove c & il valore di o in p. Questo
conclude la dimostrazione dell’esattezza della successione 3.6l

Possiamo ora dimostrare il teorema di Riemann-Roch. Dato che la somma
alterna delle dimensioni in una successione esatta di spazi vettoriali & nulla, e il
grado di L(—p) & uno meno del grado di L, la successione esatta [3.6] mostra che

Riemann-Roch vale per L <= vale per L(—p)
Poiché si e osservato che il teorema di Riemann-Roch vale per O, questo dimostra

che esso vale per ogni O(D). Se accettiamo il fatto che ogni fibrato in rette su C ¢
della forma O(D), questo conclude la dimostrazione del teorema di Riemann-Roch.

Applicando la formula di Riemann-Roch al fibrato canonico si ottiene imme-
diatamente il seguente risultato.

COROLLARIO 3.3. Il grado del fibrato canonico di una superficie di Riemann
compatta e connessa di genere g € 2g — 2.

3.4. Il teorema di dualita

Per poter utilizzare pienamente il teorema di Riemann-Roch & necessario dare
una descrizione alternativa di H'(C, L). Consideriamo una (0, 1)-forma ¢ a valori
in L, e indichiamo con [¢] la sua classe in H(C,L); ¢ & una collezione {¢,} di
(0, 1)-forme ordinarie su aperti U,, legate da

Po = Gap¥s

dove le gap sono funzioni di transizione per L. Ora sia ¢ una sezione di KL™!;
possiamo pensarla come una collezione {1} di (1,0)-forme olomorfe legate da

flpa = 9;51/)5 .
Dunque
Yo N Pa =Yg N g su U, NUgz.

Definiamo 9 A ¢ come la (1,1)-forma che ha restrizione ad U, uguale a ¥, A @,
per ogni a. Definiamo una dualita (, ) tra H°(C, KL™1) e H*(C, L) ponendo

<w,m>=/cwso.
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La proprieta fondamentale di questa dualita e la seguente.

TEOREMA 3.4 (Teorema di dualitd). (, ) ¢ una dualita perfetta tra H°(C, KL™1)
e HY(C,L).

Per dimostrare il teorema, notiamo innanzitutto che esso vale per L = O e per
L = K. Riguardo a O, si & mostrato nel capitolo 2| che & — @ & un antiisomorfismo
tra H°(C,K) e HY(C,0), e si ha che

(a,\/jl[a]):/a/\a>0 sea#0.

c

Per quanto riguarda K, sappiamo che H!(C, K) & generato dalla classe di una forma
di volume ¥, e si ha che

<1,[\1/]>:/C\p>o.

Per dimostrare il teorema di dualita in generale, mostreremo che, per ogni punto p
di C,

il teorema di dualita vale per L e KL™! <= vale per L(—p) e KL }(p).

Per farlo, consideriamo la successione esatta e il suo analogo per KL~ !:

0 —s HO(C, L(—p)) —— H(C,L) —>—— L, SHYC, L(—p)) — HY(C,L) —> 0

0+ HY(C,KL™\(p)) + HY(C, KL )% KL Y(p), + H(C, KL (p)) « H(C,KL™') 0

Ognuno degli spazi vettoriali nella successione superiore, tranne per ora quello cen-
trale, ¢ in dualita con lo spazio vettoriale immediatamente sottostante, in modo
compatibile con gli omomorfismi. In virtu del “lemma dei cinque”, per conclu-
dere bastera definire una dualita perfetta tra L, e KL~!(p), che sia compatibile,
a meno di segno, con le dualita tra H°(C,L) e H'(C,KL™ 1), HY(C,L(—p)) e
H°(C,KL~'(p)). Supponiamo che ¢ appartenga a L, ed e a KL™'(p),. Sia z una
coordinata locale centrata in p. Ci sono una sezione s di L e una sezione t di L1

su un intorno di p tali che
dz
c=s(p); e :t(p)?.

Possiamo allora porre
(e,c) =2mv—1¢(p)s(p) .
Verifichiamo le compatibilita. Sia ¢ come sopra, e sia ¢ una sezione di KL™!(p).

Vicino a p, si puod scrivere ¢ sotto la forma tdz/z, dove t & una sezione locale di
L. Vogliamo mostrare che

(v(p),e) = (v, B(c)) .

Il lato sinistro vale 2my/—1s(p)t(p). Per calcolare il lato destro, ricordiamo che
B(c) & la classe di d(xs), dove x € un brufolo intorno a p. Allora, se I & un piccolo
circolo intorno a p,

(.50 = [ o8 == [ dlse) = [ % = 2mvTsiplttr).

Un ragionamento simile dimostra la compatibilita, a meno di segno, con « e §. Cido
conclude la dimostrazione del teorema di dualita.
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Il teorema di dualita rende possibile riscrivere la formula di Riemann-Roch
nella seguente forma, pitu utile di quella originale:

(3.7) RY(C,L) —h°(C,KL™') =degL+1—g.

I teoremi di Riemann-Roch e di dualita sono stati in realta dimostrati solo per fibrati
in rette della forma O(D); tuttavia, come abbiamo gia accennato, ogni fibrato in
rette su una superficie di Riemann compatta ¢ di questo tipo. Qui non daremo una
dimostrazione completa di cio, ma ci limiteremo alle seguenti semplici osservazioni.
Sia L un fibrato in rette di grado d su una superficie di Riemann compatta e
connessa C, e supponiamo di sapere che

(3.8) h'(C,L) < +o0.

Allora L & necessariamente della forma O(D), per qualche divisore D. Infatti, si
consideri la successione esatta

0— H°(C,L) — H°(C, L(p)) — L(p), — H'(C,L) — H*(C, L(p)) — 0,

dove p & un punto di C. Se h°(C, L(p)) > 0, siamo a posto, perche allora L(p) ha
una sezione olomorfa non nulla, e quindi L ha una sezione meromorfa non nulla s, e
L =0(D), dove D ¢ il divisore degli zeri di s (e, al solito, un polo conta come zero
di moltiplicitd negativa). Possiamo dunque supporre che h°(C, L(p)) = 0, cosicché

R*(C,L(p)) = R*(C,L) — 1.

Ora ripetiamo lo stesso ragionamento, rimpiazzando L con L(p), e cosi via. Dato
che h!(C, L) & finito, concludiamo che c’¢ un intero n tale che h°(C, L(np)) non &
nullo. Dunque L ha una sezione meromorfa non nulla, e quindi & della forma O(D).
Resta da dimostrare la formula questo verra fatto nel capitolo [6]






CAPITOLO 4

Applicazioni del teorema di Riemann-Roch

In questo capitolo discuteremo alcune applicazioni elementari dei teoremi di
Riemann-Roch e di dualita per un fibrato in rette L di grado d su una superficie di
Riemann connessa e compatta C' di genere g. Una osservazione immediata & che

RO(C,L) =0 sed <0,
R (C,L)=0 sed>2g—2.

La prima di queste uguaglianze segue dal fatto che che il numero di zeri di una
sezione olomorfa non nulla di L e pari al grado di L. La seconda puo essere ricavata
applicando la prima identitdh a KL™!, dato che il grado di K & pari a 2g — 2 e
R (C,L) = h°(C, KL™1) per dualit.

Dunque la formula di Riemann-Roch “risolve” il problema di Riemann-Roch
quando d < 0 oppure d > 2g — 2. In particolare si ha che

R(C,L)y=d+1—g sed>2g—2.

I casi limite d = 0 e d = 2¢g — 2 sono facili da trattare. Se d = 0 e L ha una sezione
non nulla, questa non puo avere zeri, e quindi L & banale. Se d = 2g —2 e h'(C, L)
non ¢ zero allora, per dualitd, K L~! deve essere banale. In conclusione

se d =0, allora L =0 e h°(C,L) = 1 oppure h°(C,L) =0,
se d=2g—2,allora L =K e h’°(C,L) = g oppure h°(C,L) =g — 1.

Per 0 < d < 2g — 2 le cose non sono cosi semplici. Tutto quello che si puo dire,
per il momento, ¢ che, per questi valori di d,

R(C,L)>d+1—g.

Dunque, nel diagramma qui sotto, i possibili valori di (d, h°(L)) giacciono sulle linee
spesse o nella regione ombreggiata.

Potremo essere pit precisi sul bordo superiore della regione ombreggiata piu
avanti, quando discuteremo il teorema di Clifford.

Vi ¢ una stretta relazione tra fibrati in rette e applicazioni in spazi proiettivi.
Sia C' una superficie di Riemann connessa e compatta di genere g. Un sistema
lineare su C' & il proiettivizzato

V| =PV

di un sottospazio vettoriale V di H°(C, L), per qualche fibrato in rette L su C, e la
dimensione di |V| & la dimensione proiettiva, cioé la dimensione di V' meno uno. Se
la dimensione di |V| & r, si usa dire che |V| & una gj. Se L ¢ un fibrato in rette e D
un divisore, |L| e |D| sono abbreviazioni per |[H°(C, L)| e |O(D)|, rispettivamente;
un sistema lineare di questo tipo sara detto completo. Si dice che p € C & un punto
base per |V se s(p) =0 per ogni s € V.

25
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Supponiamo che |V| sia una g senza punti base; possiamo allora definire una
applicazione olomorfa
CI)|V\ :C — P(Vv),
dove V'V ¢ il duale di V, ponendo
®y|(p) = l'iperpiano {s € V : s(p) = 0} .

Se scegliamo coordinate omogenee per P(V'V), cio¢ una base sq, . .., s, per V, allora
@y ¢ data da

prso(p) - se(p)],
dove [so(p) : -+ : sp(p)] & il punto di P" definito come segue. Scegliamo un
generatore t per la fibra di L su p, e scriviamo s;(p) = f;t; allora

[so(p) i :se(@)] = [for-: fi].

Questa € una buona definizione perché cambiare ¢ ha 'effetto di moltiplicare tutti
gli f; per una stessa costante, e il lato destro & invariante per omotetie.

ESEMPIO 4.1. Sia p un punto di una superficie di Riemann compatta e connessa
C; allora h°(C,O(p)) vale 1 o 2. La seconda alternativa si presenta esattamente
quando c’e una funzione meromorfa f su C' la cui sola singolarita € un polo semplice
in p. Allora |O(p)| non ha punti base e quindi definisce una applicazione ® da C
alla sfera di Riemann P'; in altre parole

®(q) =[1: f(q)],

dove si intende che I'immagine di p ¢ il punto all’infinito [0 : 1]. Se a € C, la sezione
f—a di O(p) ha un solo zero. Questo significa che ® & biunivoca. Inoltre, dato che
I’unico zero di f — a deve essere semplice, ® ¢ una immersione locale in ogni punto
diverso da p; € una immersione locale anche in p, dato che f ha un polo semplice.
Detto altrimenti, C & isomorfa a P'. In particolare, dato che la formula di Riemann-
Roch dice che, quando C' ha genere zero, allora h®(C, O(p)) = 2, concludiamo che
la sola superficie di Riemann compatta e connessa di genere zero €, a meno di
isomorfismo, la sfera di Riemann.

OSSERVAZIONE 4.2. Nel Capitolo [5| vedremo che ogni superficie di Riemann
compatta e connessa di genere uno ¢ isomorfa a C/A per qualche reticolo A.

4.1. L’applicazione canonica

Un corollario dell’esempio[d. 1] che, su qualsiasi superficie di Riemann compatta
e connessa C di genere g > 1, il sistema lineare canonico non ha punti base. In
effetti, 'esempio [.1] mostra che, per ogni p,

1= hO(C7 O(p)) = h1 (07 K(_p)) )
cosicché, per il teorema di Riemann-Roch,
BO(C K(—p) =g~ 1.
L’applicazione
CI)\K\ :C — P9t

si chiama applicazione canonica.
Descriviamo ad esempio ’applicazione canonica per la superficie di Riemann C
dell’esempio [2.4] usando le notazioni introdotte in quest’ultimo. Si & mostrato che
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i differenziali abeliani su C sono le combinazioni lineari di ¢, yp, y2p,...,y9 L.
Dunque P'applicazione canonica per C' ¢
(z,y) = [Lry g oy?.

In altri termini, ’applicazione canonica & ottenuta componendo la proiezione (z,y) —
y sulla sfera di Riemann con la (g — 1)-esima immersione di Veronese

Y
yer [Lryey? ooy

(la cui immagine ¢ la cosiddetta curva razionale normale di grado g — 1). In
particolare, in questo caso l'applicazione canonica e genericamente 2-1 e non 1-1.

D’ora in poi supporremo che g > 1. Supponiamo che 'applicazione canonica
non sia iniettiva, cioe che ci siano punti distinti p e ¢ tali che ®|x|(p) = ®|x|(q).
Questo significa che, se una sezione di K si annulla in p, deve automaticamente
annullarsi anche in g, e viceversa; quindi

h(C,K(-p—q)=g—1
o anche, per il teorema di Riemann-Roch,
h(C,0(p+q)) =2.

Supponiamo invece che 'applicazione canonica non sia una immersione locale in un
punto p € C. Scegliamo una base sg,...,s,—1 per i differenziali abeliani in modo
che sq,...,54—1 si annullino tutti in p. Dato che stiamo supponendo che il diffe-
renziale dell’applicazione canonica si annulli in p, essi devono in effetti annullarsi
doppiamente in p; se ne deduce che

h(C,K(=2p)) =g—1, R°(C,0(2p)) =2.

In conclusione, se l'applicazione canonica non da un isomorfismo di C' sulla sua
immagine, ci sono due punti (distinti o coincidenti) p e ¢ tali che

hO(C,O(p+q)) = 2.

In altre parole, C' possiede una g2 o, che ¢ lo stesso, ¢’¢ una funzione meromorfa f
su C' con due soli poli (o con un polo doppio). L’applicazione

B o(prq) : C — P!
z e [1: f(x)]

¢ allora genericamente 2-1, dato che f—a, vista come sezione di O(p+¢q), ha due zeri
(o uno zero doppio) per ogni a € C; come si suole dire, C' ¢ un rivestimento doppio
di P!. Una superficie di Riemann compatta e connessa di genere positivo che sia un
rivestimento doppio di P! di dice iperellittica. Possiamo dunque dire che, a meno
che non si abbia a che fare con una superficie di Riemann iperellittica, 'applica-
zione canonica € un isomorfismo sulla sua immagine; 'immagine della applicazione
canonica e allora detta curva canonica. Le superficie di Riemann costruite nell’e-
sempio [2.4] sono tutte iperellittiche. Vedremo tra poco che in effetti nell’esempio
sono state costruite tutte le superficie di Riemann iperellittiche. L’analisi della
applicazione canonica per queste superficie, che abbiamo appena concluso, mostra
allora che per una superficie di Riemann iperellittica C ’applicazione canonica ¢ la
composizione di un rivestimento doppio

C — P!
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e dell’immersione di Veronese
P! — P9t

In particolare, dato che I’applicazione canonica €, appunto, canonica, cioé intrinse-
camente associata a C, una superficie iperellittica puo essere rappresentata in un
unico modo come rivestimento doppio di P!, a meno naturalmente di automorfismi.

E venuto il momento di discutere una importante formula che mette in relazione
il genere di una superficie di Riemann e quello di un suo rivestimento.

4.2. La formula di Riemann-Hurwitz

Siano C' e T' superficie di Riemann compatte e connesse di generi g e 7, e
supponiamo che ci sia una applicazione olomorfa non costante

f:C—>T.

Indichiamo con d il grado di f, cioe il numero di punti in una fibra generale f~*(x);
diremo che f & un rivestimento ramificato a d fogli, o anche che C' & un rivestimento
(ramificato) a d fogli di I'. Sia p un punto di C, e poniamo g = f(p); scegliamo
coordinate z e w centrate in p e ¢, rispettivamente. Vicino a p 'applicazione f &
data, in queste coordinate, da

w=2"b(z),

dove b(0) # 0. Rimpiazzando la coordinata locale z con la nuova coordinata locale
zh(z), dove h(z) & una radice n-esima di b(z), possiamo in effetti supporre che

(4.1) w=2z".

Il numero n — 1 viene chiamato indice di ramificazione di f in p e indicato con ry,.
Se r, > 0 diremo che p ¢ un punto di ramificazione e ¢ un punto di diramazione.
E chiaro che i punti di ramificazione di f sono in numero finito. La formula di
Riemann-Hurwitz dice allora che

(4.2) 29-2=d(27-2)+ > _7p.
peC

Per dimostrarla, indichiamo con w un differenziale meromorfo non nullo suI'. Allora
se, come al solito, contiamo i poli come zeri di molteplicita negativa, il numero di
zeri di w € 2y — 2. Possiamo scegliere w in modo che i suoi zeri e poli non siano
punti di diramazione di f. Ora supponiamo che p € C' sia un punto di ramificazione
di f, e scegliamo coordinate nelle quali f sia data, vicino a p, da In ¢ = f(p)
si ha che

w=a(w)dw, a(0)#0,
e quindi
frw) =a(z"t)(rp + 1)2"rdz.

Dunque f*(w) ha uno zero di molteplicita r, in p, e il numero totale di zeri di f*(w)
e
A2y —2)+ > 1p.
peC

Dato che questo numero vale anche 2g — 2, la formula di Riemann-Hurwitz [1.2] &
dimostrata.
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Supponiamo ora che C sia iperellittica di genere g. Allora c¢’¢ un rivestimento
doppio f: C — P!, e la formula di Riemann-Hurwitz dice che
2g—2=—-4+4r,

dove r ¢ il numero di punti di diramazione di f. Quindi f & diramata in 29+ 2 punti
C1,C2, ., C2g42, € possiamo scegliere coordinate y e n = 1/y su P! in modo che
nessuno di questi punti sia il punto all’infinito. Allora C & isomorfa alla superficie
di Riemann Z di equazione

a? H (y—¢G)

1<i<2g+2

(o meglio al suo completamento). Infatti la funzione [[(y — ¢;) ha una radice
quadrata z a un solo valore su C' e

p+— (z(p),y(p))

da un isomorfismo di C' — f~1(c0) su Z che si estende a un isomorfismo di C sul
completamento di Z.

4.3. Ogni superficie di Riemann compatta & algebrica

Sia L un fibrato in rette su una superficie di Riemann compatta connessa C;
indichiamo con g il genere di C' e con d il grado di L. L’applicazione @z ¢ definita
se |L| non ha punti base. Questo accade esattamente quando, per ogni p € C, si ha
che

h°(C, L(—p)) = h°(C,L) — 1.
Quando d > 2¢g questa uguaglianza € una conseguenza della formula di Riemann-
Roch. Segue inoltre dalla nostra discussione della applicazione canonica che @7, &
una immersione quando

ho(ca L(—p - Q)) = hO(C7 L) -2

per ogni coppia di punti p,q € C. Questa uguaglianza ¢ di nuovo una conseguenza
del teorema di Riemann-Roch quando d > 2g. Si conclude dunque che |L| da
sempre una immersione di C' in uno spazio proiettivo quando il grado di L & piu
grande di 2g; in particolare, ogni superficie di Riemann connessa e compatta puo
essere realizzata come sottovarieta complessa di qualche spazio proiettivo.

A questo punto potremmo fare appello ad un teorema fondamentale di Chow
che afferma che ogni sottovarieta complessa compatta di P & definita da equazioni
algebriche omogenee, cioe & una sottovarieta algebrica di P™, per concludere che
ogni superficie di Riemann compatta e isomorfa ad una curva algebrica. Questo
teorema, nel caso di una sottovarieta liscia di P, verra dimostrato nel Capitolo [I0]
E tuttavia possibile evitare di ricorrere al teorema di Chow ragionando come segue.
Sia C una superficie di Riemann compatta e connessa, che consideriamo immersa
in P" per mezzo di un sistema lineare |V|. In particolare, C' non ¢ contenuta in
alcun iperpiano. Consideriamo la sottovarieta X di P™ che € unione di tutte le rette
proiettive congiungenti coppie di punti di C' (la retta che congiunge un punto a se
stesso € la tangente a C' in quel punto). La dimensione di X ¢ al piu 3, e quindi, se
n > 4, ¢’¢ un punto x € P” non contenuto in X. Per la definizione di X, dunque,
la proiezione da x manda C' isomorficamente sulla sua immagine. Notiamo anche
che la proiezione di C' da x in P"~! & data dal sistema lineare |V'|, dove V' ¢ il
sottospazio di V' costituito da tutti gli s € V tali che il corrispondente iperpiano in
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P™ passi per . Ripetendo lo stesso procedimento, se necessario, possiamo dunque
supporre che n = 3. Ora consideriamo le due sottovarietd Y e Z di P? definite come
segue: Y & l'unione di tutte le rette tangenti a C'; mentre Z & I'unione di tutte le
rette passanti per un punto fissato p € C' e per qualche altro punto di C. Sia Y che
Z hanno dimensione al pill 2, e quindi ¢’¢ un punto & € P? che non appartiene a
Y U Z. Ne segue che I'applicazione da C a P? ottenuta per proiezione da x & una
immersione locale ed & genericamente 1-1 sulla sua immagine, che indichiamo con
I". In particolare, ogni punto singolare di I' & unione di un numero finito di rami
lisci. Ora 'applicazione da C' a I' C P? & ottenuta ponendo

Ti = Si, 7;:071727

dove xg,x1,Ts sono coordinate omogenee e Sg, S1, S2 sono sezioni di un fibrato in
rette L su C. Per il teorema di Riemann-Roch, per k sufficientemente grande la
dimensione di H°(C, L¥) & un polinomio di primo grado in k; in particolare, dato
che i monomi di grado k in sg, 51, 82 sono sezioni di L*, la dimensione dello spazio
generato da questi monomi & O(k). D’altra parte, la dimensione dello spazio dei
monomi di grado k in zg, 21,22 & k(k + 1)/2. Cid implica che, per k abbastanza
grande, ci deve essere un polinomio omogeneo P(xg,x1,x2) di grado k tale che
P(sg, 81, s2) si annulli identicamente su C; in altri termini, P(xg,x1,x2) si annulla
identicamente su I'. Dato che C & connessa, uno dei fattori irriducibili di P de-
ve annullarsi identicamente su I'. Possiamo quindi supporre che P sia irriducibile.
Indichiamo con E il luogo degli zeri di P in P?. Dato che P & irriducibile, il comple-
mentare del luogo singolare di F (un insieme finito) & connesso. Dunque F & uguale
a I'. Scoppiando ripetutamente i suoi punti singolari, I" puo essere desingolarizzata
(cf. 77), e la proiezione C' — T si solleva a una applicazione suriettiva 7 : C' — I,
dove I' & la desingolarizzazione di I'. Dato che 7 € genericamente 1 — 1, non ha
punti di diramazione, quindi € una immersione, quindi un isomorfismo. Dato che
' & una sottovarieta algebrica di un opportuno spazio proiettivo, questo conclude
la dimostrazione.

4.4. Una versione geometrica del teorema di Riemann-Roch

La formula di Riemann-Roch puo essere “letta” nella geometria della applica-
zione canonica. Per semplicita lo faremo solo per superficie di Riemann compatte
e connesse non iperellittiche. Sia dunque C una di queste superficie, e pensiamola
immersa in P9~ per mezzo della applicazione canonica. Una forma lineare su P9~}
corrisponde a un differenziale abeliano su C, quindi il divisore tagliato su C da un
iperpiano ¢ il divisore di un differenziale abeliano, e viceversa. Ora sia D un divi-
sore effettivo di grado d su C, e sia r = dim |D| la dimensione del corrispondente
sistema lineare completo. Ci sono esattamente

R(K(-D))=r+g—d

iperpiani linearmente indipendenti contenenti D, e quindi il sottospazio lineare di
P91 generato da D, che indichiamo con D, ha dimensione

(4.3) dim(D) =d—r —1.

In un certo senso, questa & una versione geometrica del teorema di Riemann-Roch.
Naturalmente, quando D contiene punti multipli, dobbiamo essere cauti riguardo
al significato di “sottospazio lineare generato da D”. L’interpretazione di questo
termine che fa funzionare ¢ la seguente. Scriviamo D = > n;p;, dove i p; sono
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distinti; allora il sottospazio generato da D & definito come il sottospazio di P91
generato dai sottospazi osculatori di ordine n; — 1 nei punti p;.

Il teorema di Riemann-Roch, in questa forma geometrica, ha una interessante
conseguenza. Si noti che, dato che ci sono esattamente g differenziali abeliani
indipendenti su C, la curva canonica non ¢ contenuta in alcun iperpiano. Quindi,
se pi1,...,Dy sono punti generali su C, essi generano un sottospazio lineare di P9~!
di dimensione min(d — 1,9 — 1). Questo significa che, per un divisore effettivo
generale D di grado d, si ha che

P (O(D)) =1 sed<g,
RO(O(D))=d+1-g sed>g.

Ora sia D’ un divisore effettivo generale di grado d < g, e sia p un punto generale
di C. E chiaro che h°(O(D’ —p)) = 0; quindi, se D & un divisore generale di grado
d, si ha che
h°(O(D)) =0 sed<g,
RO(O(D)=d+1—g sed>g.

Si noti che questi sono i valori minimi consentiti dalla formula di Riemann-Roch.

Abbiamo osservato che la formula di Riemann-Roch fornisce una limitazione
inferiore per h°(O(D)) nella regione 0 < deg(D) < 2g — 2, ed abbiamo promesso di
dare una limitazione superiore. Questa ¢ fornita dal seguente risultato.

TEOREMA 4.3 (Teorema di Clifford). Sia C' una superficie di Riemann compatta

e connessa di genere g, e sia L un fibrato in rette su C il cui grado d sia tale che
0<d<2g—2. Poniamo r = h%(L) — 1. Allora

d>2r.
Inoltre, se d = 2r, vale una delle sequenti alternative:
i)L=0,
i) L=K,

iii) C' é iperellittica.

Dimostreremo solo la prima asserzione. Notiamo innanzitutto che non vi e
nulla da dimostrare se 7 < 0 o se h!(L) = 0. Infatti, nel secondo di questi casi, il
teorema di Riemann-Roch da

r:(d_1>—<g—1>s<d—1>—§<§~

Nei casi rimanenti ci baseremo sul seguente risultato generale.

LEMMA 4.4. Sia L un fibrato in rette su C. Allora h°(L) > h+ 1 se e solo se,
per ogni h-upla di punti p,...,pn di C, ¢’¢ una sezione non nulla s € H°(L) tale
che s(p;) = 0 per ogni i.

Per dimostrare cio, osserviamo innanziutto che s(p;) = s(p2) = -+~ = s(pr) =0
¢ un sistema di h equazioni lineari in s. Se h°(L) > h + 1, ha una soluzione non
nulla. Ora mostriamo il viceversa. Sia k la dimensione di HY(L); dato che, per
ipotesi, k > 0, ¢’ un punto p; di C' dove non tutte le sezioni di L si annullano.
Quindi

RO(L(—p1)) = WO(L) —1 =k — 1.
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Se h > 0 possiamo trovare un punto ps tale che h®(L(—p; —p2)) = h°(L(—p1)) —1,
e cosl via. Dopo h passi troviamo punti py, ps, ..., pn tali che

hW(L(=p1—pa—---—pn) =k —h.
La nostra ipotesi dice allora che k — h > 0, cio¢ che h%(L) > h + 1.

Ora torniamo alla dimostrazione del teorema di Clifford. Poniamo j = h!(L) =
hO(K L~1) e scegliamo punti py, . .., py, - - - ,Pr4j—15uC. Peril lemma possiamo
trovare sezioni non nulle s di L e t di KL~' tali che s si annulli in py,...,p, €
tin pri1,...,Pr+j—1; quindi st & una sezione non nulla di K che si annulla in
Dly---,Pry-- -y Dryj—1. Allora, per il lemma e per il teorema di Riemann-Roch,

g=h"(K)>r+j=r+r+g—d,
cioe 2r < d.

Concludiamo questa sezione osservando che i teoremi di Riemann-Roch e Clif-
ford implicano che, nel piano (d, h°(L)) (figura qui sotto), per un valore fissato g
del genere, i valori possibili di (d, h°(L)) si trovano solo nella regione ombreggiata
e sulle linee piu pesanti.



CAPITOLO 5

Il teorema di Abel

Nel piano reale con coordinate x,y consideriamo il quadrato
S={(z,y):0<x<1,0<y <1}.

All'interno di S disegnamo due dischi concentrici, e chiamiamo D quello interno.
Ora sia x una funzione C*° che ¢ identicamente nulla su D, e vale identicamente 1
fuori dal disco piu grande.

Sia poi T il toro ottenuto identificando lati opposti di .S, e siano v e 1 i cammini
chiusi in T' che sono immagini dei lati {y = 0} e {x = 0} di S, orientati nel verso
delle = e delle y crescenti. Allora

/Sd(xx) Nd(xy) = /Sd(xwd(xy)) = /as xrd(xy) = /as zdy = /de Ndy =1.

Ora i differenziali d(xz) e d(xy) inducono differenziali o e 8 su T, e il calcolo
precedente mostra che

(5.1) /Ta/\ﬁzl.

Si noti anche che « e g si annullano su D. Inoltre

(5.2) /Va—/nﬂ—l; /77a—/76—0.

Ora consideriamo una superficie di Riemann compatta e connessa C di genere g.
Dal punto di vista differenziale, non & altro che una sfera con attaccati g manici,
che numeriamo da 1 a g. Ogni manico e diffeomorfo al toro 7" meno il disco D
(figura qui sotto). Quindi, per ogni 7, i differenziali o e 8 inducono differenziali
sull’i-esimo manico, che possono essere estesi a zero sul resto di C; indichiamo con
a; e fB; 1 differenziali su C che ne risultano. Inoltre, siano v; e 7; le immagini di
e 7 sull’i-esimo manico.
La formula [5.1] dice allora che

(5.3) /Cai/\,b’j:&j; /Cai/\ajZ/cﬁi/\ﬁjZOa

mentre la [5.2] dice che

(5.4) /%04;:/7%51:1; /maj: %ﬂjzo-

Le classi dei lacci 7v1,...,%,M1,---,7g, che indicheremo, per abuso di linguaggio,
con gli stessi simboli, costituiscono una base del gruppo di omologia intera H,(C, Z).
Per ogni 1-forma d-chiusa ¢ su C indichiamo con [¢] la corrispondente classe in
H(C,C). Definiamo il primo gruppo di coomologia intero di C' come

HY(C,Z) = {[yp] € H(C,C) : fv"D € Z per ogni v € H{(C,7Z)} .

33
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Cid & naturalmente giustificato dal fatto che H'(C, Z), come qui definito, corrispon-
de esattamente, via l'isomorfismo di de Rham, alla consueta coomologia intera; di
questo non avremo tuttavia bisogno. E chiaro che una classe [¢] appartiene a
HY(C,Z) se e solo se il suo integrale su ognuno dei lacci base ~;, n; & un intero.

Le formule dicono che la base [a1], ..., [ag], [B1],-..,[B,] di HY(C,Z) ¢ la
base duale di vq,...,7vg,M1,-..,ng. D’altra parte la dice che, rispetto alla base
(1], ..., [ag], [B1],- .., [Bg), la matrice della forma di intersezione

(bl = [ onv

0 I,
~I, 0)°

dove I, ¢ la matrice identita g x g. In particolare la forma di intersezione &
unimodulare sulla coomologia intera di C', cosicché la formula

(5.5) / o= (P().[¢])

definisce un isomorfismo
P:H\(C,Z) — H(C,Z).
Questa ¢, nel nostro contesto, la dualita di Poincaré. Si noti che
P(ni) = [ag],  Plyi) = —[Bi].
Veniamo al teorema di Abel. Indichiamo con Divy(C') il gruppo dei divisori di grado
zero su C, con Pic(C) il gruppo delle classi di isomorfismo di fibrati in rette su C,
e con Picg(C) il gruppo delle classi di isomorfismo di fibrati in rette di grado zero.

L’applicazione D — O(D) ¢ un omomorfismo da Divg(C) a Pico(C). Definiamo
anche la varieta Jacobiana di C' come il quoziente

J(C) = H°(C,K)" /j(H\(C.Z)),

dove VY indica spazio vettoriale duale e j associa a ogni v € Hy(C,Z) il funzionale

di integrazione
w /w.
v
u : Divg(C) — J(C)

u(Sn -0 =Y | .

L’apparente ambiguita causata dalla arbitrarieta della scelta di cammini di inte-
grazione dai ¢; al p; € esattamente compensata dal fatto che stiamo quozientando
modulo gli integrali sui cammini chiusi. Se scegliamo una base w,...,w, per i
differenziali abeliani, la Jacobiana e 'omomorfismo u possono essere descritti in
modo pill concreto come segue.

J(C)=CIA, A={([ wi,.... [, w,) 17 € Hi(C, D)},

uw(opi— 2 6) = (Z:/:wh...,;/:wg>.

\Y

Definiamo un omomorfismo

ponendo
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TEOREMA 5.1 (Teorema di Abel). C’¢ un isomorfismo & : Picg(C) — J(C) che
rende commutativo il diagramma

(5.6) Pico(C)

(@)
0) lg

Divo(C) —— J(C)

La strategia della dimostrazione ¢ la seguente. Innanzitutto osserviamo che c’e
un isomorfismo

(5.7) Picy(C) ~ H'(C,0)/H'(C, 7).

Questo segue, naturalmente, dalla successione esatta lunga di coomologia associata
alla successione esponenziale di fasci

GXP(Q‘”_\/>?1 9

0—+Z—0 0* =0,

cioe da
1 1 1 X . deg ;r2
- = HYC,Z) - H(C,0) = H(C,0*) = Pic(C) ¥ H*(C,Z) =7 — 0.

Tuttavia, dato che non abbiamo finora usato alcun macchinario coomologico, ma
solo forme differenziali, daremo una descrizione diretta dell’isomorfismo che
non fa uso esplicito della successione esponenziale. Per farlo, sia ¢ una forma
differenziale di tipo (0, 1); possiamo trovare un ricoprimento {U,} di C e funzioni
U tali che
0 =0u, sul,.
In particolare, ug — u, ¢ olomorfa. Poniamo allora
Jap = exp(2mV/—1(ug — ua)) -

E chiaro che le Jap soddisfano la condizione di cociclo, e quindi sono funzioni di
transizione per un fibrato in rette L. E anche immediato verificare che la classe di
isomorfismo di L non dipende dalla scelta del ricoprimento e delle u,,; in particolare,

se ¢ = Ou su tutta C, cioe se o rappresenta zero in H'(C,O), allora L & banale.
Abbiamo dunque un omomorfismo ben definito
f:HY(C,0) = Pic(C);
dobbiamo mostrare che:
i) P'immagine di f ¢ contenuta in Picy(C),

ii) f manda H'(C, Q) suriettivamente su Pico(C),

i) il nucleo di f & H'(C,Z).
Dimostreremo ii) e in seguito, supponendo dimostrati i) e iii), il teorema di Abel.
Da ultimo dimostreremo i) e iii).

Consideriamo dunque un fibrato in rette L di grado zero, cioe della forma

L = O (p;i — ¢;)). Vogliamo mostrare che ¢ nell'immagine di f. Per linearita
bastera farlo quando L = O(p—gq). Inoltre, sempre per linearita, possiamo supporre
che p e ¢ siano “molto vicini”, nel senso che c¢’e un disco coordinato U con coordinata
z tale che p,q € U, z(q) = 0, z(p) = 1. La funzione log (221) ha una determinazione
a un valore nel complementare del segmento che unisce p a ¢q. Ora sia y una
funzione C* su C che ¢ identicamente uguale a 1 su un intorno V' del segmento pg
e identicamente nulla fuori di un intorno chiuso e contenuto in U del segmento pq.
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La forma differenziale

(5.8) ¢ = QW\lﬁg (x log <Z;1)) ,

estesa a zero fuori di U e attraverso il segmento pq, € allora una forma C* di tipo
(0,1) su C. Dico che la sua immagine via f &€ O(p — q). In effetti, consideriamo il
ricoprimento {V, W} di C, dove W = C' — pg. Una equazione locale per p — ¢ in W
¢ 1, mentre una equazione locale in V' & (z — 1)/z. Quindi

z—1

gvw =

e la funzione di transizione per O(p — ¢). D’altra parte
50 = su V,
9 (samxlog (554)) = ¢ su v,

quindi la classe di ¢ in H*(C,O) ha come immagine via f un fibrato in rette con
funzione di transizione

1 z—1 z—1
= 2my/—1 1 - =
7”’6m<” <%%4X%<Az> @) z

cioe O(p — q).

Supponendo di aver mostrato che Picy(C) ~ H'(C,0)/H'(C,Z), definiamo &
e dimostriamo il teorema di Abel. Supponiamo che il fibrato in rette L provenga
da una (0, 1)-forma 1. Sia allora {(L) la classe del funzionale lineare

w+—>7/07,/1/\w.

Se [¢] proviene da H'(C,Z), cio¢ se la classe di 1 + 1) & intera, allora, per dualita

di Poincaré, [¢) + 1] & uguale a P(v), per qualche classe v in H,(C,Z), e quindi

(5.9) AﬁAw=A@+@Aw=APMAw=Lm

Dunque ¢ & un omomorfismo ben definito da Pico(C) a J(C). Per mostrare che £ &
iniettivo supponiamo chel’identitésia soddisfatta per ogni differenziale abeliano
w. Allora, dato che ¢ + 9 & reale,

LLW+@AWZAW

per ogni w. Dato che i differenziali abeliani e i loro coniugati generano H'(C,C),

questo mostra che [¢ + ] = P(7).
Per concludere la dimostrazione del teorema di Abel basta ora mostrare che

per ogni divisore di grado zero D. Per linearita, possiamo supporre che D = p — g,
dove p e ¢ sono “molto vicini”, cosicché O(D) proviene dalla forma differenziale ¢
data dalla formula[5.8] Sia « un laccio intorno a pg, orientato in verso orario. Per
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ogni differenziale abeliano w,

-1
27r\/—1/<p/\w:/d(xlog(z)w)
c e} z
[ ()
= [log| — |w
o z
! z—1 ! z—1
:/ log w—/ log w,
0 Z sup 0 Z inf

dove log((z—1)/2)sup € log((z—1)/2)iny sono le determinazioni superiore e inferiore
di log((z — 1)/z) lungo pg. Visto che la differenza tra queste due determinazioni &
2my/—1, otteniamo

1 P
27r\/—1/ g@/\w:/ 27n/—1w:27r\/—1/ w.
c q

0

Cio dice esattamente che £(O(p — q)) = u(p — q).

Abbiamo dimostrato il teorema di Abel supponendo di aver mostrato che
Picy(C) ~ HY(C,0)/H'(C,Z). Abbiamo gia dato una ricetta per costruire un
fibrato in rette a partire da una classe in H(C, ), e abbiamo mostrato che ogni
fibrato in rette di grado zero puo essere cosi ottenuto. Ora supponiamo che il fibra-
to in rette L provenga da una (0, 1)-forma ¢. Vogliamo mostrare che L ha grado
zero. Possiamo supporre che ¢ sia la coniugata di un differenziale abeliano, e sia
quindi chiusa. Fissiamo un punto base ¢ e poniamo

Questa ¢ una “funzione” a piu valori; il suo valore in z dipende solo dalla classe
di omotopia del cammino usato per congiungere q a x, e due sue determinazioni
differiscono per una costante, cioe per l'integrale di ¢ su un opportuno cammino
chiuso. Dato che du = ¢, il fibrato L ha funzioni di transizione della forma

Gap = eXp(QWle(ug —Uq)),

dove u, e ug sono determinazioni di w. Quindi L ha funzioni di transizione costan-
ti. Inoltre, dato che u, = [¢ & olomorfa, un sistema equivalente di funzioni di
transizione e dato dalle

(5.10) hap = exp(2mV—1(ug + g — U — Ua)) = exp(27r\/j1f7(<p +9)),

dove «y &€ un opportuno cammino chiuso. Queste funzioni di transizione sono costanti
di valore assoluto 1. Ora sia s = {s4} una sezione meromorfa di L. Allora dlog(sq)
¢ un differenziale meromorfo globalmente definito su C, quindi la somma dei suoi
residui e zero. Poiché questa somma non e altro che il grado di L, abbiamo mostrato
quanto volevamo.

E chiaro dalla formula che L & banale se la classe di ¢ 4+ € intera. Resta
da mostrare che & vero anche il viceversa. Supponiamo che L abbia una sezione
olomorfa non nulla s = {s,}. Passando ai valori assoluti in s, = hegss concludiamo
che |sq| = |sg]|, cosicché, per il principio del massimo per le funzioni olomorfe, s,
deve essere costante per ogni . Quindi, se v ¢ un cammino chiuso con estremi
in g, e hop ¢ data dalla per continuazione analitica lungo v otteniamo che
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sa(q) = sg(q). Dato che sq = hapsg, ne deduciamo che hopg = 1. Cio significa che

A(w@e%

per ogni v, cioé che [¢ + @] & una classe intera. La dimostrazione del teorema di
Abel ¢ ora completa.

Concludiamo con due osservazioni. Se indichiamo con H*(C,R) il sottogruppo
di H'(C,C) che consiste delle classi di 1-forme reali, allora H'(C,Z) & un reticolo
in H'(C,R), cioeé un sottogruppo abeliano di rango massimo; cio segue, ad esempio,
dalle relazioni di intersezione D’altra parte la proiezione H!(C,R) — H'(C, )
€ un isomorfismo di spazi vettoriali reali. Infatti i due spazi hanno la stessa dimen-
sione e ogni elemento di H'(C,0) & la classe del coniugato di un differenziale
abeliano w, e quindi w4+ @ & una 1-forma reale d-chiusa la cui classe ha come imma-
gine la classe di @ in H*(C,0). Quindi Pico(C) = J(C) = H(C,0)/H*(C,Z) &
un toro complesso di dimensione g; in effetti, &€ una varieta abeliana principalmente
polarizzata, come vedremo pit avanti.

Ora supponiamo che g > 0, e scegliamo un punto base ¢ € C, insieme a
una base wi,...,w, per lo spazio dei differenziali abeliani. Per il teorema di Abel
Uapplicazione di Abel-Jacobi

Yy C — J(O),
Vq(p) = (fqul,...,fqug),

¢ iniettiva. Poiché il sistema lineare | K| non ha punti base, & anche una immersione
locale. In particolare, quando g = 1 se ne deduce che C & isomorfa a J(C).



CAPITOLO 6

L’operatore di Laplace sulle superficie di Riemann

In questo capitolo abbiamo raccolto alcuni risultati sull’operatore di Laplace
su una superficie di Riemann. In particolare, diamo una dimostrazione del teorema
fondamentale

6.1. Il principio del massimo per le funzioni armoniche

Sia u(z) una funzione armonica su un intorno di 0 € C; osserviamo che sia la
parte reale che la parte immaginaria di v sono armoniche. Si ha che

O:/ 35u:/ d(gu):/ ou.
|2|<e |z|<e |2[==

Usando cio e il teorema di Stokes si trova che

0 :/ 09(u) log ||
a<|z|<B

(6.1) :/ 5u10g|6|2—/ 5u10g|a|2+/ Ou A 9(log |z|?)
| | a

z|=p z|=a <l|z|<B

:/ 5u/\8(10g|z|2):/ u8(10g|z|2)—/ ud(log |z]?),
a |z|=p

<l|zl<B |z|=a

dato che log |z|? & armonica. D’altro canto, se scriviamo z = revV =17,
zd
dlog|z|? = % =+v-=1d9 sulz|=r,
z

e quindi

/27T U (re\/jw) dd
0

¢ indipendente da r e quindi, per continuita, uguale a 2wu(0).
Supponiamo ora che u sia a valori reali e che abbia un massimo nell’origine.
Dico che u & costante su un intorno di 0. Infatti, dato che l'integrando di

(00— (reV )y a0 = 2m0) [ (re Yt =0

¢ continuo e non negativo, deve essere identicamente nullo per ogni r.

Ora sia w una funzione armonica su una superficie di Riemann compatta e
connessa C. Poiché C' e compatta, sia la parte reale che quella immaginaria di w
hanno un massimo. Come si € appena mostrato, il luogo dove questo massimo &
raggiunto ¢ aperto; dato che & anche chiuso, e C' & connessa, u deve essere costante.
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6.2. Una dimostrazione del teorema [2.5|

Sia C una superficie di Riemann compatta e connessa. Scegliamo, una volta
per tutte, una forma di volume ® su C e un ricoprimento finito {U;} di C' con
dischi coordinati; sia z; una coordinata su U;. Restringendo leggermente gli U;, se
necessario, possiamo supporre che i cambiamenti di coordinate e le loro derivate di
ogni ordine siano funzioni limitate. Qui e nel seguito, quando parliamo di derivate
di una funzione su C, intendiamo derivate rispetto alle coordinate z;. Possiamo
anche supporre, riscalando se necessario le z;, che per ogni p € C via sia un indice
i tale che il disco |z; — z;(p)| < 2 sia contenuto in U;. Indichiamo la composizione
di z; con la proiezione sul secondo fattore di C' x C con w;, e la composizione con
la proiezione sul primo fattore ancora con z;. La diagonale in C' x C & ricoperta
dagli aperti U; x U;, e (z;,w;) & un sistema di coordinate locali su U; x U;. Per ogni
intero positivo n sia E;,, la regione {|z; —w;| < 1/n}, e scegliamo funzioni lisce
Ain su C x C tali che

-0 S )\i,na

- )\i,n(py q) - )\i,n(qvp)v

- il supporto di A; , € contenuto in U; x U;,
- > Ai;n = 1 su un intorno della diagonale,
- Zi /\i,n =0sulU;, xU; — Ei,n

- Zi >\i,n S 1.

Poniamo allora

o ha(p,0) = > Mm@ @)l = i+ (1= 3 Nn(pr)).

hn(p, q) = log(hn(p,q))  sep#q.

La funzione h,, ha le seguenti proprieta:

(6.3) hn(p,q) = hn(4; ),

(6.4) hn(p,q) 0,

(6.5) supp(fin(p, q)) € | JUi x Ui, hn(p,q) =0 in U; x U; = E;
(6.6) su U; x U, hn(p,q) = log|z; — w;|* + una funzione liscia.

Poniamo anche
kn(pa Q) = alglhn(pv Q) .

Qui e nel seguito l'indice 1 (risp., 2) indica differenziazione rispetto alle coordinate
z; (risp., alle coordinate w;). Si osservi che, per la k, si estende in modo liscio
alla diagonale.

Indicheremo con Lo lo spazio delle funzioni a quadrato sommabile su C con il
prodotto interno

(f,9) = /C fg%.

Con il simbolo || f|| indicheremo la norma di f rispetto a questo prodotto interno.
Definiamo operatori continui

H, : Ly — Lo

Kn : L2 — LQ
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ponendo
Hf0)= 5o [ B0l @00a).
1
100) = 5raes | k@),

Si osservi che, dato che k, (p, q) € liscia, K, f puo essere indefinitamente differenziata
sotto il segno di integrale, ed € quindi una funzione C'*° per ogni f € Ls. Lo stesso
e vero per 'aggiunto di K, che indichiamo con K ed e dato da

1 _
Py /pec En(p,q)f(p) -

L’operatore H,,, d’altro canto, porta funzioni C*° in funzioni C*°. Per dimostrarlo,
scegliamo una partizione dell’unita liscia {x;}. Se H,(x;u) & liscia per ogni 7, allora
H, (u) & liscia, per linearita. Scegliendo una partizione dell’unita sufficientemente
fine, possiamo dunque ridurci al caso in cui il supporto di u ¢ “piccolo”. Con questo
vogliamo dire che c’¢ un ¢ tale che il supporto di u € contenuto in U; e, per ogni
p € supp(u), il disco |z; — z;(p)| < 1 & contenuto in U;. Questo ci permettera di
effettuare tutti i calcoli in U; x U;, nelle variabili z; e w;. In effetti, nella situazione
alla quale ci siamo ridotti, H,u (e anche K,u) si annullano fuori di U;. Dato
che lavoreremo in U; x U;, ometteremo l'indice 7 e scriveremo z e w per z; € w;.
Scriveremo anche h e k invece di h,, e k,. Come si & osservato, in U; x U; si ha che

K f(q) =—

h(z,w) = g(z,w) + log |z — w|?,

dove g € una funzione C*°. Cio che dobbiamo mostrare & che

/ log(| — w]2)v(w)dw A di
C

¢ una funzione C*° di z per ogni funzione liscia v con supporto “piccolo”. In primo
luogo questa funzione e certamente continua. Una integrazione per parti da

%/log(\z—wﬁ)v(w)dw/\dﬁz —/ !

w—z
= f/ilo (|sz\2)v(w)dw/\d@*/lo (|sz|2)@(w)dw/\dw
B ow °® B & ow '

v(w)dw A dw

Una formula simile vale per la derivata rispetto a z. Cio che affermano le formule

& che, se [log(|z — w|?)v(w)dw A dw & C* per ogni funzione liscia v con supporto

“piccolo”, allora & anche C**!; Iinevitabile conclusione & che deve anche essere C°.
Sia L loperatore differenziale definito da

_ o
_ B

Dico che, per ogni funzione liscia u, si ha che

Lu

(6.7) LHu=K,u—u.

La dimostrazione ¢ un semplice calcolo di residui. Per linearita bastera fare la dimo-
strazione quando u ha supporto “piccolo”. Quindi adotteremo tutte le convenzioni
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usate nel mostrare che H,u ¢ C"*° quando u lo e. Come abbiamo osservato, in
U; x U; si ha che
h(z,w) = g(z,w) +log(|z — w[?),
0%g
k(z,w) = dz Ndz,
(z,w) 020z
dove g ¢ C*°. Ora, per ogni funzione liscia v con supporto “piccolo” e contenuto in

Ui, si ha che

62

5205 (/ h(z, w)v(w)dw A d@)
= [ L cowptwito nam+ 52 ( [1oglz - wP et n i
= 020% Z,w)v(w)aw w 0207 og\ |z w|T)v(w)aw w

D’altra parte si € visto che

% / log (|2 — w|2)v(w)dw A d — /log(|z - w|2)(%(w)dw A dw,
cosicché, indicando con D, il disco di raggio r centrato in z,

92 5 - 1 Ov o
azaz/log(|sz| )v(w)dw/\dwff/w_zﬁ(w)dw/\dw

=l ( v(w) dw) — tim [ w(w) T = ory ().

r—0 w—z r—0 D, w—z

In conclusione
572 (/ h(z, w)v(w)dw A dw) = 6—29(2 w)v(w)dw A dw — 2mv/—1v(2)
020z ’ 020z ’
Ponendo v(w)dw A dw = u(w)®(w), questa uguaglianza si traduce in

O0H,u = ®K,u — du,

che e precisamente quanto andava dimostrato.
Siamo ora pronti a dimostrare il teorema[2.5] La dimostrazione usa due semplici
risultati di analisi funzionale. Il primo &

FATTO 6.1. Uno spazio vettoriale complesso normato ¢é localmente compatto se
e solo se ha dimensione finita.

Il secondo ¢ il teorema di Ascoli nella seguente versione.

FATTO 6.2. Sia {f,} una successione di funzioni C* su C. Supponiamo che
le fn e le loro derivate prime siano uniformemente limitate. Allora {f,} ha una
sottosuccessione uniformemente convergente.

Segue dal fatto che K,, ¢ un operatore compatto, cioe¢ che trasforma suc-
cessioni limitate in Lo in successioni con una sottosuccessione convergente. Sup-
poniamo infatti che {f;,} sia una successione limitata in Lo. Allora la limitatezza
di k,, e delle sue derivate prime, piu la disuguaglianza di Schwarz, mostra che le
funzioni (lisce) K, fr e le loro derivate prime sono limitate uniformemente in h.
Dunque una sottosuccessione di {K,, fr} converge uniformemente, e quindi in Lo.
L’aggiunto di K, e anch’esso compatto. Questo segue dalla teoria generale degli
operatori compatti o, piu direttamente, da un ragionamento simile a quello usato
per K.
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Una conseguenza ¢ che i nuclei di K,, —1 e di K —1 hanno dimensione finita e
consistono interamente di funzioni C'*°. Mostriamolo per K, — 1. In primo luogo,
se

Ky,u—u=0,
allora u & C* dato che lo & K,u. In secondo luogo, se la successione {up} &
limitata e up, € ker(K, — 1) per ogni h, allora la successione {K,u,} = {u} ha
una sottosuccessione convergente e quindi, per il fatto [6.1} il nucleo di K,, — 1 ha
dimensione finita.

Osserviamo poi che

m ker(K} — 1) = {funzioni costanti} .
neN

Supponiamo infatti che K*u = u per ogni n (dal che segue, in particolare, che u &
C*). Allora

0=Ku—u=HL*u=H,Lu.
Se w non e costante, allora v = Lu non & nulla, e quindi ¢’¢ un punto p dove

v(p) # 0. Scegliamo un intorno V' di p dove v non cambi segno. Allora, per n
abbastanza grande, h,(p,q) = 0 se ¢ € V, e quindi, in virtu di

Hy,v(p) =/th(p,q)v(q)<1>(Q) #0,

in contraddizione con quanto supposto.
Poiché il nucleo di K — 1 ha dimensione finita, per n grande si ha che

ker(K7 —1)N---Nker(K; — 1) = {funzioni costanti} .

Quindi, se [ f® =0, cioe se (f,1) = 0, possiamo scrivere

f=f+1f fi Lker(Ky—1), f] €ker(Kj—1),
f1=1fo+ 14 fo Lker(K3 —1), f4 € ker(Ky —1)Nker(K; —1),
= fu L (K~ 1).

Dunque f =5 f;. Inoltre, se f & C, lo ¢ anche f; per ogni . Ora supponiamo di
poter risolvere
(68) (K771)’Uz:fl, ’L:L,TL
Se f e C*, lo & anche v;, dato che K;v; € C* per ogni i. Inoltre

LHv; = Kiv; —v; = fi,
per cui

L _Hw) = fi=f
Una soluzione di Lu = f & dunque data dalla funzione liscia > H;v;.

Resta da risolvere il sistema il che equivale a mostrare che, ponendo R =
K; — 1, l'equazione Rv = f ammette soluzione ogniqualvolta f & ortogonale a
ker(R*). Questo & standard. Dico innanzitutto che, se o L ker(R*), allora c¢’¢ una
costante positiva N tale che
lall < N|IR"al .

In caso contrario, infatti, ci sarebbe una successione o; tale che

lelf =1, a; Lker(R"), [[R eyl = 0.
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Poiché K ¢ compatto, passando a una sottosuccessione, K o; = a; convergerebbe
a una funzione J; ne seguirebbe che ||3]] = 1, ma anche che R*8 =0e 8 L ker(R*),
e quindi 8 = 0, il che & contraddittorio. Ora si consideri il funzionale

R*(Ly) — C
Rraw (a, f), a L ker(R*).

Le disuguaglianze
(o, A < Lf Hlexl] < NFIR"

mostrano che questo funzionale & continuo e quindi, per il teorema di rappresenta-
zione di Riesz, ¢’¢ un v nella chiusura di R*Ls tale che

(a, f) = (R, v)

ogniqualvolta a L ker(R*). Dato che questa uguaglianza ¢ verificata per ipotesi
quando a € ker(R*), si conclude che f = Rwv.

Abbiamo mostrato che Lu = f & risolubile quando f f® = 0. Dunque l'equa-
zione ddu = ¢ & risolubile quando [¢ = [(p/®)® = 0. La dimostrazione del
teorema [2.5] & conclusa.

6.3. La finitezza di h'(L)

Sia L un fibrato in rette olomorfo su una superficie di Riemann compatta e
connessa C'; desideriamo mostrare che H'(C, L) ha dimensione finita. Cominciamo
con l'osservare che hY(C, L) ¢ finito; infatti, se L non ha sezioni olomorfe non nulle
non vi & nulla da dimostrare, mentre in caso contrario L & della forma O(D) per
qualche divisore D e possiamo fare ricorso al teorema di Riemann-Roch nella forma
che ¢ stata dimostrata in queste note. Scegliamo una metrica hermitiana su L, cioe
una metrica hermitiana sulle fibre di L che vari in modo C*°. Una metrica siffatta
puo essere ad esempio costruita incollando tra loro metriche hermitiane locali per
mezzo di una partizione dell’'unita. Date sezioni s e ¢ di L, non necessariamente
olomorfe, scriveremo (s, t) per indicare il prodotto interno di s e ¢ rispetto a questa
metrica, e |s| per indicare la lunghezza di s. Supponiamo che L sia data da funzioni
di transizione gop e che s = {s,} sia una sezione. Allora

2 _ 2 _ 2
|87 = palsal” = uglspl”,
dove le p, sono funzioni positive e lisce. E chiaro che le u, devono soddisfare

Ho = GapHp -

Viceversa, dare funzioni positive soddisfacenti queste relazioni equivale a dare una
metrica su L. Supponiamo che ¢ = {¢,} sia una (0, 1)-forma. Poniamo #¢ =

{ta}, dove
Va = fhaPq -

Poiché Yo = |gasl *18T0sPs = g;ﬁl,ugﬁg = g;éw/g, #@ & una sezione liscia di
KL~ che & olomorfa se e solo se 9o = 0, dove ¥ & I'operatore differenziale definito
da

O(paPa)

Sq = ———>.

Ho P
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Si verifica facilmente che s = {s,} € una sezione di L. Se definiamo il prodotto
interno di due sezioni s,¢ di L e quello di due (0, 1)-forme ¢ = {¢vn} € ¥ = {t)o} a
valori in L ponendo

= [0e, o= [erto.

dove p A #¢ ¢ la (1,1)-forma globale con espressioni locali jto@a A 9, allora ¥ &
Paggiunto di 0. Ora immaginiamo di poter risolvere ’equazione differenziale

(6.9) ¥0s = Jgp

per ogni (0, 1)-forma ¢ a valori in L. Allora ogni classe in H1(70,£/) ha un rappre-
sentante Y-chiuso, che & unico dato che ¥9s = 0 implica che (s, ds) = 0, e quindi
0s deve annullarsi identicamente. In piu, Papplicazione

(0, 1)-forme ¥-chiuse a valori in L — sezioni olomorfe di KL~
¢ = e,

¢ un antiisomorfismo tra H'(C, L) e H°(C, K L~1) che trasforma il prodotto interno
su H'(C, L) nella dualita standard tra H*(C,L) e H°(C, KL~'). Cid da un’altra
dimostrazione del teorema di dualitd e mostra che H'(C, L) ha dimensione finita,
dato che cio & vero per H°(C, KL™1).

Che l'equazione sia sempre risolubile si puo dimostrare con lo stesso metodo
usato per dimostrare il teorema [2.5] applicato non al Laplaciano standard, ma
all’operatore 0. Omettiamo i dettagli.
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CAPITOLO 7

Generalita sui tori complessi

Un toro complesso non e altro che un gruppo di Lie complesso connesso e
compatto. In altre parole, un toro complesso non ¢ altro che ¢ il dato di una varieta
complessa compatta e connessa X piu applicazioni olomorfe

T,Y) — xy
(:c>—)>:1c_1 zyeX

soddisfacenti i consueti assiomi di gruppo. Un omomorfismo di tori complessi ¢ una
applicazione olomorfa che ¢ anche un omomorfismo di gruppi. Il seguente risultato
consente di dare una semplice descrizione esplicita di tutti i tori complessi.

PROPOSIZIONE 7.1. Ogni gruppo di Lie complesso connesso e compatto e abe-
liano.

Consideriamo 'applicazione

br(y) = wyz 'y~
Quando x ¢ V'identita di X, ¢, (y) & I'identita per ogni y. Quindi, quando z & vicino
all’identita, ¢, manda tutto X in un aperto coordinato. Le funzioni olomorfe a
valori vettoriali su una varieta compatta sono costanti, e quindi ¢, (y) ¢ Uidentita
per ogni y. Questo mostra che X ¢ commutativo. D’ora in poi la legge di gruppo

nei tori complessi sara scritta additivamente. Siamo ora in grado di descrivere
esplicitamente i tori complessi. Se X e uno di essi, sia ¢ : X — X il suo rivestimento
universale. Dato che X & un gruppo di Lie abeliano connesso e semplicemente
connesso, ¢ isomorfo a CV per qualche N; inoltre ¢ & un omomorfismo di gruppi e
il suo nucleo & un sottogruppo discreto di rango massimo di CV (un reticolo), ed &
quindi un gruppo abeliano libero su 2N generatori.

Dunque ogni toro complesso ¢ isomorfo al quoziente di un CV modulo un re-
ticolo. Due reticoli A e A’ si dicono equivalenti se corrispondono 'uno all’altro via
una trasformazione C-lineare. Cio equivale a dire che CV/A e CV /A’ sono tori
isomorfi.

EseEmMPIO 7.2. Un toro complesso di dimensione uno ¢ il quoziente di C modulo
il sottogruppo A generato da due numeri complessi w1, ws indipendenti su R (figura
. Notiamo che w; e wy sono numerati in modo che ’angolo da essi formato sia
inferiore a 7. Ogni altra base di A con questa proprieta e della forma

/ /
w] = awy + bwa, Wy = cwi + dwa,

(¢ 4

49
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]

Wi

FIGURA 1. Generatori di un reticolo

¢ una matrice intera con determinante 1. Possiamo normalizzare la base wq,ws
dividendo per w;. Cio produce un nuovo reticolo che € equivalente a A ed & generato
da 1 eda 7 =wsy/wy. Segue dalle ipotesi che 7 ha parte immaginaria positiva. E
ora chiaro che (1,7) e (1,7') generano reticoli equivalenti se e solo se

' ar +b
cr+d’

a b
c d
¢ una matrice intera con determinante 1. Quindi le classi di isomorfismo di tori

complessi unidimensionali corrispondono ai punti del semipiano superiore modulo
trasformazioni lineari frazionarie a coefficienti interi di determinante 1.

dove

OSSERVAZIONE 7.3. La legge di gruppo di un toro complesso X & determinata,
a meno di traslazione, dalla struttura complessa. Piu in generale, se X’ & un altro
toro complesso e f una applicazione olomorfa di X in X’ che porta lidentita di
X nell’identita di X’, allora f & un omomorfismo di gruppi. Cio si pud mostra-
re adoperando lo stesso metodo usato nella dimostrazione della proposizione [7.1]
Consideriamo infatti I’applicazione

d(z,y) = f(2) + fly) — flx+y).

Per ogni y, ¢(0,y) vale 0, quindi ¢(x,y) appartiene a uno stesso aperto coordinato
per ogni y e per x vicino a 0, e deve quindi essere una funzione costante di y. Ma
¢(x,0) = 0, quindi ¢(z,y) ¢ identicamente nullo.

7.1. Coomologia dei tori complessi

Sia X = C¥ /A un toro complesso. Scegliamo una base uy,...,usy per A. Dal
punto di vista reale X & il prodotto dei 2N cerchi Ru;/Zu;, ¢ = 1,...,2N. Ne
segue che il gruppo fondamentale (o il primo gruppo di omologia) di X puo essere
identificato con A, e il primo gruppo di coomologia con Hom(A,Z). Inoltre segue
dalla formula di Kiinneth che ’algebra di coomologia di X non & altro che 'algebra
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esterna su H!(X,Z) = Hom(A,Z). Se introduciamo coordinate reali 1, ..., zon in

CY ponendo
z = E Til;

il differenziali dzxq,...,dxon sono invarianti per traslazione, e quindi indotti da
differenziali su X che indicheremo con gli stessi simboli. E chiaro che le classi di
coomologia di questi differenziali corrispondono, via ’omomorfismo di de Rham e
lidentificazione di Hq(X,Z) con A, alla base duale di uq, ..., usn. In effetti, questo
significa semplicemente che .,
/ dLUj = (Sij .
0

Inoltre, dato che cup-prodotto e prodotto esterno di forme si corrispondono nel-
lisomorfismo di de Rham, H™(X,C) & generato liberamente dalle classi delle
forme
dl‘il/\"'/\dl‘im, 11 <ty < - <y,

che sono tra laltro classi intere. In altre parole, H™(X,C) ¢ isomorfo allo spazio
vettoriale delle m-forme invarianti per traslazione su CV.

Finora non abbiamo ancora tenuto conto della struttura complessa di CV. Se
lo facciamo, e introduciamo coordinate complesse z1,..., 2y, un’altra base dello
spazio delle m-forme invarianti per traslazione ¢ data dalle forme del tipo

dZil /\~-/\dzip/\d§j1 /\"‘/\dqu7
p+q=m, i1<i2<...<ip, j1<i2<"'<jq.
Quindi ogni m-forma invariante ¢ puo essere scritta in modo unico sotto la forma
p=> ¥,
ptg=m

dove P4 ¢ invariante per traslazione e ha tipo (p, ¢). Questo significa che I'm-esimo
gruppo di coomologia complessa di X ha una decomposizione in somma diretta

HY(X,0) = S HPM(X),
ptg=m
dove HP'9(X) ¢ lo spazio vettoriale delle classi di coomologia delle forme chiuse di
tipo (p, q), e come conseguenza

HP(X)=Her(X).
Questo & un caso particolare della decomposizione di Hodge, valida per ogni varieta
kéhleriana compatta, e non solo per i tori complessi (si veda ad esempio [12] o [3]).
Per completare il quadro dobbiamo solo identificare ogni spazio HP*?(X) con il
gruppo di coomologia H?(X, Q% ), dove QF ¢ il fascio delle p-forme olomorfe su X.
L’identificazione avviene via ’isomorfismo di Dolbeault:

p, q)-forme O-chiuse su X
HI(X,05) ~ (p,9)

(p, q)-forme D-esatte su X

E chiaro che ogni classe in HP+ (X), vista come (p, ¢)-forma invariante, da origine a
una classe in H9(X, Q% ). Cio fornisce un omomorfismo p : H”9(X) — HI(X, Q%);
vogliamo dimostrare che si tratta in effetti di un isomorfismo. Mostriamo innanzi-
tutto che ¢ iniettivo. Sia dp un multiplo positivo della misura di Lebesgue su CY,
che possiamo pensare indotto da una misura su X che indicheremo con lo stesso
simbolo. Possiamo supporre di aver normalizzato du in modo che X abbia volume
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1. Allora a ogni forma ¢ su X se ne pud associare una invariante I(y), con un
procedimento di media:

Iwzégmww7

dove 7, ¢ la traslazione « — x4+ g. L’ipotesi di normalizzazione assicura che I(p) =
¢ quando ¢ & invariante. E anche chiaro che I commuta con la differenziazione
esterna, e quindi calcolando la media di una forma O-esatta si ottiene zero. Ma
allora due forme invarianti non possono differire per una forma O-esatta a meno che
non coincidano.

La dimostrazione della suriettivita di p e leggermente piu sottile. Notiamo
innanzitutto che, dato che X & un gruppo di Lie, il suo fibrato tangente e tutti i
fibrati associati, in particolare le potenze esterne del fibrato cotangente, sono banali.
Basta dunque dimostrare la suriettivita di p per H?(X,Ox). Sia

82
A= ; é)zz%z

I'operatore di Laplace su CV (o su X). Esso opera sulle forme

Zailmipjlqudzil FANERRIVAY dzip A dE]l JANRRRIAN dzjq

operando separatamente su ogni coefficiente.

Dico che, per ogni (0,q)-forma O-chiusa ¢, la forma I(p) — ¢ & O-esatta o,
in altri termini, che una forma O-chiusa di media nulla ¢ esatta. Per dimostrarlo
faremo uso di un risultato ausiliario. Indichiamo con T il toro reale R™/Z™. Come
sopra, indichiamo con I 'operatore che associa ad ogni forma su 7T la sua media
calcolata rispetto alla misura di Lebesgue; osserviamo che, rispetto a questa misura,
il volume di T" & 1. Quanto dobbiamo dimostrare & una consequenza del seguente
risultato.

LEMMA 7.4. Sia (a;;) una matrice reale m x m simmetrica e positiva. Poniamo

82
E= Z i 895183:]

e sia a una funzione liscia su T tale che I(a) = 0. Allora ¢’¢ una e una sola
funzione liscia § tale che ES =« e I(8) = 0.

Prima di dimostrare il lemma [7.4] deduciamone la suriettivita di p. Sia
(p: Z apl-lmiqdfil /\"'/\dfiq
i< <ig

una (0, ¢)-forma O-chiusa tale che I(p) = 0. Il lemma si applica a £ = A, e
possiamo quindi scrivere ¢ = Ay per qualche (0, ¢)-forma

Y= Z ¢i1miqd§il/\"'/\d§iq.
1< <ig
La forma 1) & O-chiusa; infatti Ady = gAzg: 0 e I(0y) = 0, quindi 9y = 0 per la
parte unicita del lemma Dire che 1 ¢ 0-chiusa equivale a dire che
0y

Z(—1)3$ =0 per ogni scelta di i1 < -+ < igpq.
i
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Qui, e in altre situazioni analoghe nel seguito, un accento circonflesso sopra un
termine di una formula significa che quel termine va omesso. Per ogni permutazione
o di{l,...,r} ed ogni forma

= > &iidm, A AdE,
i1 < <i
poniamo
Civiryorine = S80(0)Eiy i, 5
dove Sgn(o) & il segno di o. Ora poniamo

‘91/}111 g
- Z azl ’

v = Z vil,',iqflcﬁil FANKIEEIVAN dfi(Fl .

i< <ig—1

Usando la formula [T.1] si calcola immediatamente che

o Z i
8zl
821821

z o

02;0Z

= Piy..ig -
Resta da dimostrare il lemma Una delle possibili dimostrazioni ricalca da vicino
quella del teorema [2.5] che abbiamo dato nel Capitolo [f] Sfruttando le peculiarita
della situazione in cui ci troviamo ¢ tuttavia possibile dare una dimostrazione as-

sai piu semplice e diretta. La funzione o ha una serie di Fourier assolutamente
convergente
a= g Qhy,o o €XP2TV =1 hiz;) .
hi,....,hm €Z

Lo stesso si puo dire delle derivate di « di qualsiasi ordine; le corrispondenti serie
di Fourier si ottengono derivando termine a termine quella di «. L’ipotesi che
I(a) = 0 dice semplicemente che ag,.. o = 0. Consideriamo un’altra serie di Fourier
con coefficienti indeterminati

B="3 Buivh, exp2rV=13 hix;),
hlvﬂ-:hnleZ
e calcoliamo E( differenziando formalmente termine a termine. II risultato € che
EB = —47r2 Z Bharo (Z ajkhjh;c) exp(2mv—1>_h;x;) .
hm €Z Jik
Per ipotesi, la quantitém > ajphjhg € positiva quando almeno uno degli h; non &
nullo, quindi la serie di Fourier 8 =" B, ... h,, €xp(2mv/—13 h;x;) con coefficienti
0 sehy=-=hp=0
mahh”“hm altrimenti

Bhl,...,hm =
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¢ la sola che soddisfi le condizioni I(8) = 0 e Ef = « (formalmente). Segue
immediatamente dalle proprieta di convergenza della serie di Fourier di a e dalla
positivita di (a;;) che la serie 5 converge assolutamente con tutte le sue derivate
termine a termine. Quindi S definisce una funzione liscia a media nulla su T tale
che Ef = a. Cio completa la dimostrazione del lemma [7.4]



CAPITOLO 8

Fibrati in rette sui tori complessi

Sia L un fibrato in rette su un toro complesso N-dimensionale X = CV/A.
Indichiamo con 7 I’applicazione quoziente CV — CV/A. 1l fibrato in rette 7L &
banale; in effetti vale il risultato seguente.

PROPOSIZIONE 8.1. Ogni fibrato in rette (anzi ogni fibrato vettoriale) su CN ¢
banale.

Questa ¢ una semplice conseguenza del teorema di Cousin (si veda ad esempio
[5).-

FATTO 8.2 (Teorema di Cousin). H*(CN,O¢n) = 0.

Prima di dedurre la proposizione dal teorema [8.2] ricordiamo la costruzione
della classe di Chern di un fibrato in rette L su una varieta complessa Y. Scegliamo
un ricoprimento {U;} di Y con aperti su cui L sia banale e tale che U; N U; sia
semplicemente connesso per ogni scelta di i e j: nel caso in cui Y = CV possiamo
supporre che gli U; siano palle. Siano f;; funzioni di transizione per L rispetto a
questo ricoprimento. Dato che U; NU; ¢ semplicemente connesso possiamo scrivere

ij — 627!‘\/71’}/1']‘
e la condizione di cociclo f; fjr = fir implica che
Yij + Vik = Vik T Nijk
dove gli n;;; sono interi e soddisfano la condizione di cociclo
Njke — Nike + Nije — Niji = 0.
Dunque {n;ji} determina una classe di coomologia intera di grado 2, la classe di
Chern di L. Nel caso specifico di CV si ha che H*(CV,Z) = 0, e quindi {n;;} &
un cobordo e possiamo modificare i v;; in modo che formino un cociclo. Ma allora
{7i;} € un cociclo per il fatto [8.2] cio¢ possiamo scrivere
Yij =G — Gis
fij _ 6271'\/—1Cj 6_27T\/_1<i ,
e L & banale.

In linguaggio piu raffinato, questo ragionamento mostra che su ogni varieta
complessa Y c’eé una successione esatta di fasci

0—>Z—>OQXP(%—F')OX—>O7

dove O* ¢ il fascio delle funzioni olomorfe mai nulle, da cui una successione esatta,
lunga di coomologia

<= HY(Y,Z) — H'(Y,0) — H'(Y,0*) & H*(Y,Z) — - -

55



56 8. FIBRATI IN RETTE SUI TORI COMPLESSI

Il gruppo H* (Y, 0*) & il gruppo delle classi di isomorfismo di fibrati in rette olomorfi
su Y, e la mappa cobordo c¢; associa a ogni fibrato in rette L la sua classe di
Chern c¢;(L). Quando Y = C¥ si ha che H(Y,Z) = H*(Y,0) = 0, e quindi
HY(Y,0*) = {1}. In generale, due fibrati in rette con la stessa classe di Chern
differiscono per un elemento di H(Y,0)/H(Y,Z), cio¢ per un fibrato in rette con
funzioni di transizione, rispetto a un opportuno ricoprimento, della forma

fig = 2/,

Yij + Yik = YVik -
In vista di future applicazioni e utile trovare una formula esplicita per un rappre-
sentante di de Rham della classe di Chern di un fibrato in rette. Sia Y una varieta
complessa, e L un fibrato in rette su Y con funzioni di transizione f;; rispetto al
ricoprimento {U;}. Supponiamo che ogni U; NU; sia semplicemente connesso e scri-

viamo f;; sotto la forma |8 Il cociclo di Chern {n;;;} € il cobordo, in coomologia
di Cech, della cocatena {v;;}; applicando a quest’ultima l'operazione di differen-

. . . . . . . . . 1
ziazione esterna si ottiene un 1-cociclo di 1-forme differenziali {mdlog( fij)}.

Usando una partizione dell’unita possiamo trovare 1-forme lisce w; su ognuno degli
U; tali che

1
QW\/jldlog(fij) =Wwj; —w; su Uz n Uj.

Differenziando questa formula si ottiene che
dwi = dLUj su Ul n Uj .

Un rappresentante di de Rham di ¢1(L) ¢ la 2-forma globale la cui restrizione a Uj;
¢ dw;, per ogni 4.

Supponiamo che L sia fornito di una metrica hermitiana. Sia «; il quadra-
to della lunghezza della sezione di L su U; che corrisponde alla costante 1 nella
trivializzazione locale data. Allora

a; = |fijPai.
Ora
1 1 1
dlog(fii) = ——
2m/—1 08(fis) 2m/—1 2m/—1

quindi un rappresentante di de Rham di ¢; (L) & la (1, 1)-forma globale con espres-
sione locale

0log |fij|2 = [Ologa; — Olog o],

1 -
— " _9ologay.
o /T 0B

Per concludere, notiamo che il cociclo {ﬁd log( fij)} definisce una classe in

HY(Y,Q}), la cosiddetta classe di Chern di Atiyah di L. Se Y & una varieta di
Kéhler, questa corrisponde alla consueta classe di Chern nella decomposizione di
Hodge. Torniamo al nostro problema originario. Abbiamo osservato che 7*L &

banale. Scegliamo un isomorfismo ¢ : 7*L — CV x C. Ogni altra banalizzazione
di 7*L si puo ottenere componendo ¢ con un automorfismo del fibrato in rette
CN x C, cioe con la moltiplicazione per una funzione olomorfa mai nulla su C¥.
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Possiamo rappresentare L come il quoziente di CV x C modulo le identificazioni

(2,8) = (2 +u, fu(2)§)
2eCN, €e€C, ueA,

dove le f, sono funzioni olomorfe mai nulle che soddisfano la condizione di cociclo

fU(z + U)fv(z> = fu+v(z> :

La moltiplicazione per una funzione mai nulla g(z) ha leffetto di rimpiazzare il
cociclo {f,} con un nuovo cociclo {f/} dove

ful2) = fu(2)g(z +u)g(2)"".
Ci proponiamo ora di descrivere esplicitamente tutti i fibrati in rette su X; in altre
parole, vogliamo porre il cociclo { f, } in forma standard. Consideriamo innanzitutto
funzioni f, che siano esponenziali di polinomi di primo grado

fulz) = 27V =Tlau(2)+by] ,

dove a,, & una forma lineare e b, una costante. La condizione di cociclo [§]si traduce
in
(8.1) Quto(2) = au(z) + av(2)
(8.2) butv = by + by + ay(v) mod Z
La condizione ci permette di estendere a,(z) per linearita a una forma bilineare
A(z,w) tale che a,,(z) = A(z,u). La forma A(z,w) & C-lineare nella prima variabile
e solo R-lineare nella seconda. Scambiando i ruoli di u e v nella formula B2 si trova
che, per ogni scelta di u,v € A,

A(u,v) — A(v,u) € Z.
Poniamo

E(u,v) = A(u,v) — A(v,u),
1
Cy = by — iA(u,u).

Allora la formula B2l si traduce in

1
Cu+ Cy = Cyap + §E(u,v) mod Z.

Cio mostra che la parte immaginaria di ¢, € una funzione additiva di v e quindi
si estende a una forma R-lineare su CV. Quindi, dopo moltiplicazione per ’espo-
nenziale di una opportuna forma C-lineare, possiamo supporre che ¢, sia reale per
ogni u. Se si pone
p(u) _ 6271'\/—lcu
si ha che
lp(u)] =1

8.3
(53 p(u)p(v) = plu + v)e™ TEE) = +p(u + )

Tra parentesi, ¢ chiaro che, per qualsiasi forma intera antisimmetrica F, esistono
numeri p(u) con queste proprieta.
A questo punto il nostro cociclo {f,} & della forma

fu(Z) _ p(u)e?w\/jl[A(z,u)+A(u,u)/2] )
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Possiamo ancora cambiare la banalizzazione di CY x C moltiplicando per

g(z) _ eZﬂleL(z,z)

dove L(z,w) ¢ una forma simmetrica C-bilineare. L’effetto di cio ¢ di rimpiazzare
fu con

Ful2)g(z + w)g(2) ™" = fu(z)e?mVTTREC L],
Osserviamo che, in virtu della proprieta E(z,w) & reale, e quindi la parte
immaginaria di A(z,w) & simmetrica. Dunque

E(V=1z,V/=1w) = A(V=1z,V—1w) — A(V—1w,v/—1z)
= V=1[AG, V=Tw) = A(w, V=12)]
=V-1[AN—1w,2) — A(V—1z,w)] = E(z,w).
Ne segue che E(z,v/—1w) ¢ una forma reale simmetrica e che
H(z,w) = —E(z,V/—1w) + V—-1E(z,w)

& una forma hermitiana. Quindi possiamo scegliere come L la forma

1 1
ﬁH(z,w) - §A(z,w)

e ridurre il nostro cociclo {f,} alla sua forma finale

L(z,w) =

fu _ p(u)e‘n'H(z,u)+%H(u,u) )

Per ogni forma hermitiana H la cui parte immaginaria sia intera su A X A e ogni p
tale che valgano le condizioni [8.3] indicheremo con L(H, p) il fibrato in rette su X
dato dal cociclo 8l Osserviamo che

L(Hy, p1) ® L(Hz, p2) = L(Hy + Ha, p1p2) -

Le sezioni di L(H, p) corrispondono alle funzioni olomorfe ¥ su CV che soddisfano
I’equazione funzionale

19(z—|—u) — p(u)eﬂH(z,u)+%H(u,u),§(z>

per ogni u € A. Queste vengono chiamate funzioni theta rispetto alla forma her-
mitiana H e al moltiplicatore (o quasicarattere) p. 1l risultato principale di questo
capitolo e il seguente.

TEOREMA 8.3 (Appell-Humbert). Sia X = CN /A un toro complesso. Allora:

i) ogni fibrato in rette su X ¢é della forma L(H, p);
ii) L(Hy,p1) e L(Ha, p2) sono isomorfi se e solo se Hy = Ha, p1 = pa;
iii) E =1Im(H) ¢ la classe di Chern di L(H, p).

Si noti che I'enunciato del teorema ¢ equivalente alla combinazione di iii)
e della affermazione che il gruppo H'(X,0)/H'(X,Z) & isomorfo al gruppo dei
caratteri
p:A—={zeC:|z|=1}.

Dimostriamo iii). Una metrica su C¥ x C invariante rispetto all’azione
(2,8) = (Z + u, p(u)e”H(Zv“H%H(u,u)g)

¢ data da
(2, )P = e T



8. FIBRATI IN RETTE SUI TORI COMPLESSI 59

Questa metrica ne induce una su L(H, p) che puo essere usata per calcolare ¢1 (L(H, p)).
Se scriviamo H(z,w) = ) h;;2;W;, la forma di Chern di questa metrica &
1
2my/—1
che corrisponde esattamente ad E.
Ora dimostriamo il resto del teorema di Appell-Humbert. Sia w una (0, 1)-
forma invariante per tranzlazione su CV. Questa forma corrisponde a una classe in

H(X,0), che a sua volta determina un fibrato in rette su X con classe di Chern
nulla. Dico che questo fibrato in rette non ¢ altro che L(0, p), dove

_ e27r\/jlf0“(w+w) )

l —mH(z,z 1 =

p(u)
La verifica ¢ una semplice applicazione delle formule esplicite che danno 1’isomor-
fismo di Dolbeault e viene lasciata al lettore. Che p sia un carattere segue dalla
invarianza per traslazione di w. Resta da dimostrare ii) per H; = Hy = 0. Bastera
mostrare che L(0, p) & banale solo se p = 1. In effetti ’equazione funzionale per le
funzioni theta si riduce in questo caso a

Iz +u) = pu)d(z).

Cio implica in particolare che [¥(z+u)| = |9(z)| per ogni u € A, cioe che |¢] discende
a una funzione su X. Poiché X e compatto, ne segue che 9 & una funzione limitata
su CV, e quindi costante; dunque ¥ deve essere nulla se p(u) # 1 per qualche u. La
dimostrazione del teorema di Appell-Humbert & completa.

Ci proponiamo ora di descrivere esplicitamente il fibrato in rette 77L(H, p),
dove 1, indica la traslazione x +— = + a su X. Mostreremo che

7. L(H, p) = L(H, p),

dove p(u) = p(u)e*™V~1E(@u)  SQupponiamo per semplicity, che L(H, p) possieda
sezioni non nulle; il ragionamento non & comunque molto diverso se cio non accade.
E chiaro che, se ¥ ¢ una sezione non nulla di L(H, p), vista come funzione theta,
allora ¥(z+a) rappresenta una sezione di 7. L(H, p) e soddisfa ’equazione funzionale
Dz + a +u) = p(u)e™EWTFHuwFTH@W g 4 g)
Possiamo moltiplicare 9J(z +a) per una funzione mai nulla, ad esempio per e™(z:a),
Allora 9(z) = e™(*®)9(z + a) rappresenta una sezione di 7°L(H,p) e soddisfa
I’equazione funzionale

19(2 + u) _ p(u)e2w¢j1E(a,1¢)e‘n’H(z,u)+%H(u,u)q§<Z) )

Dunque J & una funzione theta rispetto alla forma hermitiana H e al moltiplicatore
plu) = plu) exp(2nv/=1E(a, u)).

Notiamo che, se a e b sono punti di X, allora
7o L(H, p) @ 7y L(H, p) ~ 75, L(H, p) ® L(H, p) .

Questa formula, che va sotto il nome di teorema del quadrato, segue dal paragone di
forme hermitiane e quasicaratteri dei due membri. E chiaro che le forme hermitiane
dei due lati sono uguali. Quanto ai quasicaratteri, quello del membro di sinistra &

p(u)e27r\/le(a,u)p(u)e%r\/le(b,u) _ p(u)ZGQW\/le(zH»b,u) 7
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come quello del membro di destra. Se scriviamo L = L(H, p), la formula [§] dice che
I’applicazione
ar ¢r(a) =1L L"

di X nel gruppo dei fibrati in rette su X con classe di Chern nulla € un omomorfismo
di gruppi. Il nucleo di questo omomorfismo ¢ I'insieme delle classi modulo A di tutti
gli a tali che E(a,u) sia intero per ogni u € A. Se H & non degenere, ad esempio
se & definita positiva, il nucleo & finito e, come segue ad esempio dal lemma [0.1] che
sard dimostrato nel prossimo capitolo, ha ordine pari a disc(FE), il discriminante di
FE vista come forma quadratica su A. Inoltre, sempre quando H & non degenere,
I'applicazione[§] & suriettiva per ragioni di dimensione; in effetti 'insieme delle classi
di isomorfismo dei fibrati in rette con classe di Chern nulla ¢ il toro complesso
X= HY(X,0)/H(X,Z), che ha la stessa dimensione di X, di cui viene chiamato
toro duale. 11 prodotto tensoriale di fibrati in rette corrisponde all’operazione di
somma in X. L’applicazione L — ¢ associa ad ogni fibrato in rette su X un
elemento di Hom(X, X ) ed & un omomorfismo, come si verifica immediatamente.
In altre parole, scrivendo additivamente 1’operazione in Hom (X, X ), si ha che

Gr L, = QL + DL, -



CAPITOLO 9

Il teorema di Riemann-Roch per i tori complessi

Sia X = CV/A un toro complesso. Supponiamo che esista una forma hermi-
tiana H su CV la cui parte immaginaria E sia intera su A x A (“di solito” non
vi ¢ alcuna forma con questa proprieta, come spiegheremo piu avanti). Sia p un
moltiplicatore per H. Vogliamo calcolare la dimensione dello spazio delle sezioni di
L(H, p). Useremo il seguente risultato.

LEMMA 9.1. Se H ¢é non degenere esiste una base

Uty ooy UN, ULy -, UN
di A tale che
E(ui,uj) = E(t;,0;) =0
—E(u;,0) = E(tj,w;) = d;idy;,

dove i d; sono interi positivi e dy ‘dg‘ ... de, In altre parole, la matrice di E rispetto
a questa base € la matrice a blocchi

0.) tarsl

dove
d 0 0
a=|? @ L di|da] . Jdn
0o ... 0 dn

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo una base di A e indichiamo con @ = (g;;) la ma-
trice di F rispetto a questa base. La matrice () ¢ antisimmetrica. Cambiare base
in A corrisponde a trasformare @ in MQ *M, dove M = (m;;) & una matrice intera
unimodulare. Diremo che MQ *M & unimodularmente congruente a ). Dobbiamo
mostrare che ogni matrice intera antisimmetrica e non degenere ) ¢ unimodu-
larmente congruente a una matrice della forma Le congruenze unimodulari
elementari sono:

i) Scambiare due righe e le colonne corrispondenti. Se le righe e le colonne
da scambiare sono la h-esima e la k-esima, la matrice M e data da

mij:]- Sei:j#hvkoppure {la]}:{hvk}v
m;; = 0 altrimenti.

ii) Cambiare il segno di una riga e della corrispondente colonna. Se la ri-
ga in questione ¢ la h-esima, gli elementi di M sono della forma m;; =

(=1)%" 85
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iii) Rimpiazzare una riga con la somma della riga stessa e di n volte un’altra
riga, dove n € un intero, e fare lo stesso per le corrispondenti colonne.
Supponiamo che le righe in questione siano la h-esima e la k-esima. Allora
la matrice M ¢ data da

m;; =1 seit=7j,
Mhk =N,

m;; = 0 altrimenti.

Mostreremo che ) € unimodularmente congruente a

0 —d;
dy 0
0 —ds
do 0
0 —dn
dn 0
dove i d; sono positivi e dy ‘dg‘ ‘dN. Cio concludera la dimostrazione, dato che

questa matrice puo essere ridotta alla forma[9.1] con una successione di congruenze
unimodulari elementari del tipo i).

Ragioneremo per induzione su N. Nel caso N = 2 non vi ¢ nulla da dimostrare.
Applicando ripetutamente congruenze di tipo i) possiamo supporre che gi2 non sia
nullo, e che sia il minimo in valore assoluto tra gli elementi non nulli di tutte le
matrici unimodularmente congruenti a ). Tramite una successione di congruenze
di tipo iii), possiamo rimpiazzare q13, - .., g1 con i loro residui modulo g12. Questi
sono nulli per la definizione stessa di ¢12. La matrice @ ¢ ora della forma

0 q2 O
—qi2 0 @93
0

Applicando ripetutamente congruenze di tipo iii) possiamo supporre che anche
@23, ---,gen si annullino. Applicando una congruenza di tipo ii), se necessario,
possiamo supporre che g2 sia negativo. Poniamo d; = —¢;2. Per ipotesi induttiva,
@ puo ora essere ridotta alla forma dove dy |d2| o |d ~. Resta solo da mostrare
che d; ’dg. Supponiamo che cio non accada. La matrice ) € congruente a

0 —di 0 —ds
di 0 0 0
0 0 0 —ds
d2 0 dy O
0 —ds ’
ds 0
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come si vede facilmente applicando una congruenza di tipo iii). Applicando un’altra
congruenza dello stesso tipo possiamo rimpiazzare ds con il suo residuo modulo
di, che stiamo supponendo non nullo. Cio tuttavia contraddice la minimalita di
di = —q2. U

Gli interi dy,...,dy vengono chiamati divisori elementari della forma FE. E
evidente che il quadrato del loro prodotto e il discriminante di F; in altre parole

disc(E) = ([Td:)* .

Una forma hermitiana H su CV la cui parte immaginaria E sia intera su A x A
viene chiamata una polarizzazione di X = CVN /A se ¢ definita positiva. Una po-
larizzazione si dice principale se il discriminante di E vale 1. Come vedremo piu
avanti, “di norma” un toro complesso non ammette polarizzazioni. Un toro com-
plesso che possiede una polarizzazione viene detto varieta abeliana; come vedremo
nella Sezione 0.1 un toro & una varieta abeliana se e solo se & immergibile come
sottovarieta algebrica in uno spazio proiettivo.

Consideriamo un fibrato in rette L(H, p) sul toro complesso X = CV/A. Ci
proponiamo di calcolare lo spazio delle sezioni di questo fibrato nel caso in cui H
¢ positiva definita, cioe nel caso in cui abbiamo a che fare con una polarizzazione.
Scegliamo una base ui,...,un,a,...,4y di A come quella costruita nel lemma
Notiamo che u;,...,uy & una base complessa di CV, e indichiamo con U il
sottospazio reale di CV da essa generato. Poniamo

(9.3) ;=Y tijuy, T=(tiy), hij=H(ui,ug).
I numeri h;; sono reali, e quindi
B> ziug, y wiu;) = Y hijziw;
definisce una forma bilineare e simmetrica su CV che ¢ reale su U. Inoltre
H(z,u) = B(z,u)

quando u € U.
Le sezioni che stiamo cercando di descrivere corrispondono a funzioni theta che
soddisfano I’equazione funzionale

(9.4) O(z +u) = p(u)e™EVFEH@DY ) -y e A,
Si verifica facilmente che la funzione
I(z) = e"3BE2Y(2)
soddisfa ’equazione funzionale
Dz + u) = p(u)e™HEW=Bw+ 3 Huw) g )

In particolare, se poniamo z = > zju; e & = Y. u;U;, dove gli z; sono numeri
complessi e i p; sono interi, allora

{ I(z 4+ ;) = p(u;)0(z),

(9.5) ) )
?9(2: + ﬂ) — p(a>e—2ﬂ\/jlz Zi#idi—ﬂ\/?lzmditijﬂj,lg(z) .

Infatti H(z,a;) — B(z,4;) = 2/—1) z;E(u;, ;). La restrizione di p a U ¢ un
omomorfismo. Dunque, per ogni v € U, possiamo scrivere

p(u) _ e27r\/jl)\(u),
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dove A ¢ una forma C-lineare su CN la cui restrizione a U ¢ reale. Ma allora
e~ 2™V =1IM=)9(2) ¢ periodica rispetto a U, e 9(z) ha uno sviluppo in serie di Fourier:

(96) qg(z) — Z Uy i 627‘—\/?1(/\('2)-’_2 n;izi) .

L’equazione funzionale [9.4] pone delle restrizioni sui coefficienti di questo sviluppo
in serie, e precisamente impone che
(9.7)

Amq+kidy,...myn+kndy :p(’a)e_27T _D\(ﬂ)eﬂ' TL kiditihy+2m _1Zmit1jkjam1

see s MN 9
dove abbiamo posto @ = — ) k;%;. Quindi i coefficienti di Fourier a,, ., sono
unicamente determinati da quelli per cui 0 < n; < d; per i = 1,..., N, che sono

esattamente 4/disc(F) = Hfil d;. Mostreremo ora che, per ogni scelta dei coeffi-
cienti che verifichi le relazioni la serie [9.6] converge assolutamente sui compatti,
e cosl pure tutte le sue derivate termine a termine. Per linearita, basta dimostrarlo
quando

Amy,...omy = 1,
Gn,,...ny =0 tranne quandon; =m; mod d;, i=1,...,N,
per un multiindice fissato m1,..., my tale che 0 < m; < d; per ogni . Il termine

dominante del lato destro della formula [9.7|& ™12 kiditijk; o per dimostrare la
convergenza basta mostrare che la matrice Im(AT') & simmetrica definita positiva.
Per farlo notiamo che

dj(sj‘e = E(ﬂj,’u,e) = Im(H(zlj,w)) = Zlm(tijhié) .

In altre parole, se indichiamo con H, per abuso di linguaggio, la matrice (h;;),
allora
Tm(T)H = A.
Dunque
Im(AT) = Tm(T)H Im(T),
che & positiva definita perche lo & H, e perché Im(T') & invertibile. In conclusione,
vale il seguente risultato.

TEOREMA 9.2. Sia H una polarizzazione del toro X = CN /A, e sia p un mol-
tiplicatore per H. Lo spazio delle funzioni theta rispetto ad H e a p ha dimensione

\ dlSC(E) = d1 N dN s

dove E ¢ la parte immaginaria di H, vista come forma bilineare su A X A, e
dy,...,dn sono i divisori elementari di E. In altre parole, la dimensione dello
spazio vettoriale H*(X, L(H, p)) ¢ 1/disc(E).

EsEmPIO 9.3. (La Jacobiana come varieta abeliana) Sia C' una curva di genere
g. Il teorema di Abel dice che la Jacobiana di C' &
J(C)=H'(C,0)/H (C,Z).
Come ora vedremo, la varieta Jacobiana ¢ in modo naturale una varieta abeliana

principalmente polarizzata. Se ¢ e 1 sono due (0,1)-forme su C e [¢], [¢] le loro
classi in H(C, ©), poniamo

Al ) = —= [ o1 ¥.
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La forma bilineare H & hermitiana e definita positiva. Inoltre la parte immaginaria
della sua restrizione a H*(C,Z) x H(C,Z) non ¢ altro che la forma di intersezione
cambiata di segno, ed & dunque intera. Infatti, se a e 8 sono forme differenziali che
rappresentano classi reali, possiamo scrivere o = p+3, 3 = ¥+ 1), dove p e 1 sono
forme di tipo (0,1), e si ha che

/Ca/\ﬁz/cgo/\z/)—&—/ctp/\w:2Re(/c<p/\w>=—Im(\/2_T/CgDA1/J>.

Cid mostra che H definisce una polarizzazione su J(C). Si tratta di una pola-
rizzazione principale. In effetti, come si & osservato nel Capitolo [5 la matrice di
intersezione relativa alla base [a1], ..., [ag], [B1], - .., [8,] di H'(C,Z) costruita nello

stesso capitolo ¢
0 I
-1, 0)°

Sia p un moltiplicatore per H. Per fissare le idee possiamo scegliere p in modo che

pllea]) = p((Bi]) =1, i=1,....9.

Il teorema dice che lo spazio delle sezioni di L(H, p) ha dimensione uno. Inol-
tre la discussione che precede Ienunciato del teorema [0.2] c¢i permette di scri-
vere esplicitamente una funzione theta su CY9 che rappresenta un generatore di
HO(J(C), L(H, p)).

Per ogni z € H'(J(C), O) scriviamo z = Y z;[e;] e

B(z,2) = Z zizi H ([vil, [ay]) = Zzizjhij .
Un generatore di HY(J(C), L(H, p)) & rappresentato da
’19(,2) _ e%B(z,z) Zanl . eQw\/jZnizi7

dove
Ty —1 Z nitijn;

Anq,...,ng = €
In conclusione
,19(2) — e%EZiZjhij E 6271'\/—1Znizi-&-ﬂ\/—lZnitijnj'

Nni,...,ngE€ZL

La funzione 9(z), o piuttosto il suo quoziente per il fattore mai nullo e% 2= #iihij
viene chiamata funzione theta di Riemann di C'. Il suo divisore ¢ un divisore pe-
riodico in C¥, che & 'immagine inversa di un divisore in J(C). Ciascuno di questi
due oggetti equivalenti viene chiamato divisore theta di J(C) (o di C). Uno dei
nostri scopi nei prossimi capitoli sara quello di studiare le relazioni tra la geometria
del divisore theta e quella della curva C'. Per il momento ci limitiamo a osservare
che sia la funzione theta di Riemann sia il divisore theta sono ben definiti a me-
no di traslazioni in J(C), che per la formula [§ corrispondono a cambiamenti di
moltiplicatore.

Ora torniamo al problema di calcolare la dimensione dello spazio delle funzioni
theta relative a una data forma hermitiana H e a un dato moltiplicatore p. Sup-
poniamo dapprima che H sia nulla. In questo caso I’equazione funzionale si riduce
a

9z +u) = p(u)d(z).
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Questa implica che ¢ & una funzione limitata su CV, e quindi una costante. Inoltre,
se p(u) # 1 per qualche u, essa dice anche che ¥ deve essere identicamente nulla.
Ora supponiamo che H sia semidefinita positiva. Sia W il sottospazio vettoriale
complesso di CV consistente di tutti i vettori w tali che H(w,z) = 0 per ogni
z € CN. L’intersezione W N A pud essere descritta come l'insieme di tutti gli
u € A tali che E(u,v) = 0 per ogni v € A, ed & quindi un reticolo in W. Ogni
funzione theta ¥ & costante su W/W N A; se p & non banale su W N A, ¢ si annulla
identicamente su W/W N A. Inoltre, se w € W, u € WNA e z € CV, I'equazione
funzionale soddisfatta da 1 implica che

Y w+u+ z) = plu)d(w+ z),

quindi w — ¥(w + z) & una funzione theta su W/W N A ed & costante o si annulla
identicamente secondo che p sia banale su W N A oppure no. In conclusione, sono
possibili due casi:
a) p ¢ non banale su W N A; non vi sono funzioni theta non nulle.
b) p & banale su W N A. Allora ¥ ¢ costante su ogni classe laterale W + z.
Inoltre e facile vedere che H proviene da una forma hermitiana definita
positiva H' su CN/W la cui parte immaginaria ¢ intera su A/W N A,
e che p proviene da un moltiplicatore p’ per H'. In questo caso ogni
funzione theta su X = CV /A si ottiene componendo la proiezione naturale
X — X' = (CN/W)/(A/WNA) con una funzione theta su X' rispetto alla
forma hermitiana H’ e al moltiplicatore p’. La dimensione dello spazio di
queste funzioni theta ¢ data dal teorema 9.2

L’ultima situazione da esaminare & quella in cui H € indefinita; vedremo che in
questo caso ogni funzione theta & identicamente nulla. C’¢ un sottospazio W di CV
sul quale H & definita negativa. Sia 1) una funzione theta relativa ad H e p. Come
si & mostrato nel Capitolo [§] la funzione

Y(z) = e THED ()2

¢ limitata su CV. E semplice mostrare che la restrizione di ¥ a ogni traslato di W e
plurisubarmonica, ed anzi € strettamente plurisubarmonica dove 1 non si annulla.
Ricordiamo infatti che una funzione liscia F' di variabili complesse (i, ... si dice
plurisubarmonica se la matrice Hessiana complessa

0*F
d¢0C;

¢ semidefinita positiva, e strettamente plurisubarmonica se questa stessa matrice &
definita positiva. Sia zo un punto di CV, e siano wq, ..., w, coordinate lineari su
W. La restrizione della funzione 1) a W + zy, come si verifica subito, ¢ della forma

Y(w+ 20) = eZRUT f(w)]?,

dove (iL”) ¢ una matrice hermitiana definita positiva e f & una funzione olomorfa
ottenuta moltiplicando ¥(w + 2¢) per una funzione olomorfa mai nulla. D’altra
parte, 'Hessiana complessa di una funzione della forma e*(*) &

u [ Ou Ou 0%u u 0%u
e — t 57— e | =——F— .
ow; %j awlﬁwj iG=1,.k 8wlawj - k

7,7=1,...
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Se scriviamo 9 (w 4 zo) come esponenziale di 3 hijwiw; + log f(w) 4 log f(w), cid
mostra che I'Hessiana complessa di ¢)(w + zg) € maggiore o uguale di

Y(w + o) (ﬁij)i,jzl,.u,k7

ed & quindi semidefinita positiva ovunque, e definita positiva dove v non si annulla,
cioe dove ¥ non si annulla. Alla stessa stregua, se € & sufficientemente piccolo, anche

(=) = e 2y ()
¢ plurisubarmonica su ogni traslato di W, e strettamente tale dove ¥ non si annulla.
Pero 12) si annulla all’infinito, e quindi ha un massimo. D’altra parte, in un punto di
massimo, I’Hessiana complessa di 7,Z~1 ¢ semidefinita negativa. Per quanto si ¢ appena
detto, cio & possibile solo se nel punto in questione ¥ si annulla, e quindi se ¢ &
identicamente nulla.

OSSERVAZIONE 9.4. Siano A, T'e H = (h;;) come nel lemmae nella formula
[0:3] Abbiamo mostrato che la parte immaginaria di AT & simmetrica. Mostriamo
che cio ¢ vero anche per la parte reale di AT. Sappiamo che

(9.8) HIm(T) = A.

Inoltre, se scriviamo
V—1lu; = Z aji; + Z bt ,
dove A = (a;5) e B = (b;;) sono matrjici reali, corjlcludiamo che
A+Re(T)B=0, Im(T)B=1I.
Quindi Re(T) = —AIm(T). D’altra parte
> Re(tij)hie = Re H(itj, u) = —E(iij, v—Tuy)

= — ZaikE(ﬂj,uz') = - Zdjajk-
i J

In altre parole, 'Re(T)H = —AA. Dunque AAIm(T) = — Re(T)H Im(T) =
— "Re(T)A, o anche ARe(T) = "Re(T)A, cioe ARe(T) & simmetrica. In conclu-
sione:

AT & una matrice simmetrica con parte immaginaria definita positiva.

Questa affermazione va sotto il nome di relazioni bilineari di Riemann. Possia-
mo darne una versione piu intrinseca come segue. Date una base vq,...,von di A
e una base by,...,by di CV, poniamo

v =y wigbi, Q= (wy),
@i = E(vi,v5), Q= (gi;)-
Con la nostra scelta di basi
Q= (2 _OA) Q= (LT).
La simmetria di AT & equivalente a
(9.9) Q' =o0,
e la positivita della parte immaginaria di AT a

(9.10) V-10Q 10 >0.
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Queste affermazioni sono chiaramente invarianti per cambiamenti di base in A e
CN. Esse vanno sotto il nome di prima e seconda relazione bilineare di Riemann.

9.1. Immersioni proiettive

Sia X una varieta complessa compatta. Come per le superficie di Riemann,
possiamo parlare di sistemi lineari su X, cioe proiettivizzati |V| = PV di sottospazi
vettoriali V € H°(X, L), dove L & un fibrato in rette, e delle applicazioni in spazi
proiettivi ad esse associate. L’applicazione definita da |V|] & data da

Pyi(z) ={seV:s(x) =0} ePV".

Naturalmente questo ha senso solo se non tutti gli elementi di V' si annullano in z,
e quindi quella che abbiamo appena definita & una mappa

CI)|V|:X\B—>PVV,

dove B & il luogo base di |V, cioe il luogo dei punti dove tutti gli elementi di V' si
annullano (i punti base di |V]).

Se identifichiamo V a C"*! scegliendone una base s, ..., s,, la mappa Dy si
identifica a

x> [so(x) -2 sn(@)] = [C(s0(x)) -+ 2 Csn(@))]
dove ( € una qualsiasi coordinata di fibra per L nell’intorno di x.

La mappa @y ¢ definita su tutta X se non esistono punti di X dove tutti gli
elementi di V' si annullano. Inoltre @)y ¢ iniettiva se e solo se, dati comunque due
punti distinti z e y di X \ B, c¢’¢ una sezione di V che si annulla in £ ma non in
y, e viceversa. Infine, @y, ¢ una immersione locale se e solo se, per ogni punto
x € X \ B e ogni vettore tangente non nullo v in x, ¢’e¢ una sezione s € V tale che

s(x) =0, w((os)#0,
dove ¢ € una coordinata di fibra per L su un intorno di z.
Se @y | ha queste tre proprieta, definisce un isomorfismo da X a una sottova-
rieta liscia dello spazio proiettivo n-dimensionale. Applichiamo queste considera-
zioni ai tori complessi.

TEOREMA 9.5 (Teorema di Lefschetz). Sia L = L(H, p) un fibrato in rette sul
toro complesso X = CN/A. Supponiamo che H sia definita positiva. Allora D13
¢ una immersione di X in uno spazio proiettivo.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema[0.2] L ha almeno una sezione non nulla; sia 9
la corrispondente funzione theta. Il teorema del quadrato, cioe la formula[8] implica
che, per ogni scelta di z,y € CV,

(9.11) E(z)=V(z+2)0z+y)d(z—z—y)

rappresenta una sezione di L?. Dato z, se scegliamo x e y in modo che ¥ non si
annulli in 2+, z+y e 2 —x —y, allora § non si annulla in z. Cio mostra che @3
¢ definita ovunque.

Ora siano a e b due punti di CV le cui immagini in X non sono separate da
®ps). Cio significa che esiste una costante non nulla & tale che n(a) = kn(b) per
ogni funzione theta 7 relativa a (3H, p%). In particolare, per ogni scelta di z e w e
per ogni funzione theta ¥ relativa a (H, p),

Ha+ 2)da+w)da—z—w) =kdb+ 2)0b+w)d(b— 2z —w).
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Teniamo w fisso in questa identita e calcoliamo i differenziali logaritmici dei due
lati rispetto a z. Otteniamo

d.log¥(a+z) —d,log¥(a+ z —w) =d,logd(b+ z) — d, logd(b+ z — w),
il che implica, in particolare, che
da+ 2)
b+ z)

¢ un differenziale invariante per traslazione, e quindi della forma > «;dz;, dove gli
«; sono costanti. La conclusione e che

I(z 4 a) = ke>=*%9(z +b),

dlog =dlog¥(a+ z) — dlog¥(b+ z)

o anche che
(9.12) Iz +a—b) = ke 2 ibigiaizig(z)

Cio implica che 7, L(H,p) = L(H,p), cioé che E(a — b,u) & un intero per ogni
u € A. In particolare, il sottogruppo di CV generato da A e a — b & un reticolo
A’, dato che F ¢ non degenere. Il quasicarattere p pud essere esteso in un numero
finito di modi a un quasicarattere p’ su A’; se 7 : X = CN/A — X' = CN /A &
la proiezione naturale, il fibrato in rette 7*L(H, p’) & isomorfo a L(H, p) per ogni
scelta di p’. Inoltre la formula mostra che ogni sezione di L(H, p) proviene da
una sezione di L(H, p') per qualche p’. Dunque H°(X, L(H,p)) e H*(X',L(H,p))
hanno la stessa dimensione. Il teorema dice allora che A’ = A, cio¢ che a—b € A,
o ancora che a e b rappresentano lo stesso punto di X.

Resta da mostrare che ®|7| ¢ una immersione locale. Supponiamo che cio non
accada in qualche punto a € CV. Ci sono dunque un vettore tangente non nullo
v e una costante k tali che kn(a) = v(§)(a), cioe tali che k = v(log&)(a), per ogni
funzione theta ¢ relativa a (3H,p%). In particolare, se scegliamo una funzione ¢
della forma e poniamo f = v(log®), questo dice che

fla+a)+flaty)+ fla—z-y) =k,

per ogni coppia di punti z,y € CV, cioé che

(9.13) f@)+fly) =k—fBa—z—y)

per ogni scelta di = e y. Questa identitd mostra, in particolare, che f(3a — z) =
—f(x) — f(0) + k. Dunque dalla relazione si ricava che f(z) + f(y) = f(z +
y) + f(0), cioe che z — f(x) — f(0) & additiva e quindi lineare, in quanto olomorfa.
Ne segue che f & una applicazione affine. Ora scriviamo v =Y ¢;0/9z; e poniamo
c=(c1,...,cn) € CN. Integrando

d
70 log ¥(z + we) = v(log V) (z + we) = f(z + we)
w
ed esponenziando otteniamo
Iz 4+ we) = ewf(Z)er“’Qﬂ(z) ,

dove m & una costante. Questa uguaglianza vale per ogni z € C e ogni w € C. Ne
segue che 75 _L(H, p) = L(H, p), e quindi che E(wc, u) & intero per ogni u € A e per
ogni w € C, e percio nullo. Cio € in contraddizione con l'ipotesi che H sia definita
positiva, dalla quale segue che E ¢ non degenere. La dimostrazione del teorema [0.5]
¢ completa. [



70 9. IL TEOREMA DI RIEMANN-ROCH PER I TORI COMPLESSI

Abbiamo mostrato che un toro complesso che possiede una polarizzazione &
isomorfo a una sottovarieta liscia di uno spazio proiettivo. Cosa possiamo dire di
un toro X su cui ¢’¢ un fibrato in rette L(H, p) tale che H sia semidefinita positiva
e abbia rango p? Abbiamo visto nel Capitolo[J]che vi & un quoziente p-dimensionale
di X che ¢ una varieta abeliana; quindi ¢’¢ una applicazione olomorfa, ovunque di
rango p, da X a una sottovarieta liscia p-dimensionale di uno spazio proiettivo.

Tornando al teorema di Lefschetz, osserviamo che ®|73(X) ¢ una sottovarieta
algebrica di PH?(X, L3)V. In effetti il teorema di Chow gia ricordato nel Capitolo
dice che ogni sottovarieta analitica chiusa di uno spazio proiettivo & algebrica. Come
abbiamo annunciato, cid verra dimostrato nel prossimo capitolo, sotto l'ipotesi
aggiuntiva che si abbia a che fare con una varieta non singolare.



CAPITOLO 10

Funzioni meromorfe

Siano f e g due funzioni olomorfe su un aperto di CV. Diremo che f e g
sono relativamente prime in un punto x se lo sono, nell’anello delle serie di potenze
convergenti, i loro sviluppi di Taylor nel punto . Come & immediato verificare,
questa nozione e del tutto indipendente dalla scelta delle coordinate, e quindi si
traspone senza cambiamenti al caso in cui f e g siano funzioni olomorfe su un
aperto di una varieta complessa. Ci serviremo del seguente risultato, per il quale
rimandiamo, ad esempio, a [5].

FaTrTo 10.1. Se le funzioni olomorfe f e g sono relativamente prime in x, lo
sono in ogni punto di un intorno di x.

Una frazione meromorfa su un aperto U di una varieta complessa é una frazione
f/g, dove f e g sono olomorfe e relativamente prime in ogni punto di U e g non &
identicamente nulla su alcuna componente connessa di U. Una frazione meromorfa
determina f e g, a meno di moltiplicazione di entrambe per una stessa funzione
olomorfa mai nulla.

Sia X una varieta complessa connessa. Una funzione meromorfa su X e data
da un ricoprimento {U;} di X con aperti coordinati e da una collezione {f;} di
frazioni meromorfe sugli U; tali che, per ogni scelta di i e j, le restrizioni di f; e
f; a Ui N U;j coincidono. Due di questi insiemi di dati, ({U;},{f:}) e ({Vi},{9:}),
danno la stessa funzione meromorfa se le restrizioni di f; e g; a U; N'V; coincidono
per ogni scelta di 4 e j. Le funzioni meromorfe si possono sommare e moltiplicare,
ed & facile mostrare che formano un campo K (X), il cosiddetto campo delle funzioni
di X.

Un divisore su X ¢ una combinazione lineare formale a coefficienti interi
D = E ’n’Ly§/7
Y

dove Y varia tra tutti i sottoinsiemi analitici irriducibili di X di codimensione 1,
che sia localmente finita; cio significa che ogni punto di X ha un intorno il quale
ha intersezione non vuota con al pitt di un numero finito di sottinsiemi Y tali che
my # 0. Se U € aperto in X e Y & un sottinsieme analitico di codimensione 1 in X,
la restrizione di Y a U, che indichiamo con Y}y, ¢ il divisore somma delle componenti
di Y NU. La restrizione di D a U ¢ definita come D)y = ) myY|y. Diremo che D
¢ effettivo se tutti gli m; sono non negativi. Se D = > myY ed E =) nyY sono
due divisori su X scriveremo E < D per significare che ny < my per ogni Y.

Il luogo degli zeri e il luogo dei poli di una frazione meromorfa f/g (cioe,
rispettivamente, i luoghi dei punti dove f e g si annullano) non cambiano quando f
e g vengono moltiplicate per una stessa funzione mai nulla. Quindi ha senso parlare
del luogo degli zeri e del luogo dei poli di una funzione meromorfa h su X; si tratta
di sottoinsiemi analitici di X di codimensione 1. Sia Y una componente irriducibile
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del luogo degli zeri (o dei poli) di h. La moltiplicita con cui h si annulla lungo Y (o
ha un polo lungo Y') ha anch’essa significato intrinseco. Quindi possiamo definire
il divisore degli zeri Zy, e il divisore dei poli Pp, di h come segue

zf=§:nwz, }%::E:mpp,

dove Z e P variano, rispettivamente, tra le componenti irriducibili del luogo degli
zeri e del luogo dei poli di h, e mz e mp denotano, rispettivamente, I’ordine di zero
o di polo di h lungo Z o P. 1l divisore di h &

(h)=Pn— 2.

Un divisore si dice principale se € il divisore di una funzione meromorfa. Si dice
che due divisori sono linearmente equivalenti se la loro differenza ¢ principale. Sia
D un divisore su X. Ricopriamo X con aperti U;. Se questi sono sufficientemente
piccoli, possiamo trovare su ognuno di essi una funzione meromorfa h; su U; che
definisce D, nel senso che il divisore di h; € la restrizione di D a U;. Il fibrato in rette
associato a D, che indicheremo con Lp, ¢ il fibrato le cui funzioni di transizione,
rispetto al ricoprimento {U;}, sono le h;/h;. Sia k una funzione meromorfa su X
tale che (k) < D. Possiamo associare a k una sezione {s;} di Lp ponendo

S; = h
E immediato verificare che cid stabilisce un isomorfismo tra lo spazio vettoriale delle
sezioni di Lp e quello delle funzioni meromorfe su X il cui divisore sia < D. Segue
direttamente dalle definizioni che, se D e D’ sono divisori su X, allora Lpips &
isomorfo a Lp ® Lpr, e inoltre che Lp ¢ banale se e solo se D ¢ principale. In altre
parole, due divisori sono linearmente equivalenti se e solo se i corrispondenti fibrati
in rette sono isomorfi.

Una delle conseguenze del teorema [8.3] &€ che, su un toro complesso X, ogni
funzione meromorfa & quoziente di due funzioni theta relative alla medesima forma
hermitiana e allo stesso moltiplicatore. Infatti una funzione meromorfa f su X
puo essere vista come una sezione olomorfa di Lp,; un’altra sezione di Lp, “¢”
la funzione 1. D’altra parte le funzioni f e 1, viste come sezioni di Lp,, sono
rappresentate da funzioni theta 91 e ¥3; chiaramente, f = ¢, /9s.

I risultati principali di questo capitolo sono i seguenti.

TEOREMA 10.2. Sia X una varieta complessa compatta e connessa di dimen-
sione N. Allora K(X) ¢é una estensione finitamente generata di C con grado di
trascendenza al piv, N.

PROPOSIZIONE 10.3. Sia X = CN /A un toro complesso. Le sequenti afferma-
zioni sono equivalenti:

i) il grado di trascendenza di K(X) su C & almeno p;
i) esiste una forma hermitiana semidefinita positiva su CV con almeno p
autovalori positivi la cui parte immaginaria é intera su A.

Dimostreremo per prima la proposizione [10.3], supponendo dimostrato il teore-
ma In effetti non avremo bisogno di usare quest’ultimo risultato in tutta la
sua forza, ma ci bastera la limitazione sul grado di trascendenza di K(X) su C. Si
¢ visto che, se vale ii), allora vi ¢ una mappa suriettiva da X a una sottovarieta
algebrica S di dimensione almeno p in uno spazio proiettivo P™. L’anello R delle
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coordinate di S ¢ il quoziente dell’anello Clxy, ..., Z;] modulo lideale di tutti i
polinomi che si annullano su S. Il campo delle funzioni meromorfe su S ¢ (a noi
serve solo “contiene”, il che & ovvio) il campo costituito dai quozienti di elementi
omogenei dello stesso grado di R. Il grado di trascendenza di K(S) ¢ pari alla
dimensione di S; d’altra parte, K(S) si identifica, per pullback, a un sottocampo
di K(X), e quindi vale i).

Viceversa, siano fi, ..., f, funzioni meromorfe algebricamente indipendenti su
X. Per ogni i, sia D; il divisore dei poli di f;. Il fibrato in rette L = Lp,y..4p,
¢ della forma L(H,p), dove H & semidefinita positiva dato che L ha sezioni non
nulle. Supponiamo che H abbia meno di p autovalori positivi. Allora, come si e
mostrato nella Sezione [9.1] vi sono una varieta abeliana Y di dimensione inferiore
a p, un morfismo suriettivo X — Y e un fibrato in rette M su Y il cui pullback a
X ¢ L (usiamo ancora il fatto che L ha sezioni). D’altra parte, come si ¢ osservato,
fi € un quoziente ¥;/n; di funzioni theta rispetto a H e p. Come si ¢ mostrato
nella Sezione ¥; e m; sono pullback di sezioni di M, e quindi le f; provengono
da funzioni meromorfe algebricamente indipendenti su Y, in contraddizione con il
teorema [I0.2

Veniamo ora alla dimostrazione del teorema che ¢ del tutto elementare e
si basa sulla seguente versione del lemma di Schwarz.

LEMMA 10.4. Sia f una funzione olomorfa su un intorno del policilindro chiuso
P={(z1,..y2n) : |zs]| <1, i = 1,...,n} che si annulla di ordine h nell’origine.
Indichiamo con M il massimo di |f| su P. Allora

If (215 ...y 20)| < M(max|z;|)* per ogni (z1,...,2,) € P.
7

Per dimostrare il lemma ci si puo ridurre al caso n = 1, restringendo f a ognuna
delle rette passanti per l'origine. Per n = 1 la funzione f(z)/2z" & olomorfa e ha
modulo limitato da M, per il principio del massimo. Ne segue la tesi.

Dimostreremo solo la prima parte del teorema [10.2] cio¢ I'affermazione sul
grado di trascendenza di K(X) su C. Siano fi,..., fx+1 funzioni meromorfe su X.
Poiché X & compatto possiamo trovare tre ricoprimenti aperti {U,}, {V,}, {W.}
di X, dove z varia in un sottinsieme finito I di X, con le seguenti proprieta:

i) Uy, DV, D W, per ogni z;
ii) x € W, per ogni x;
iii) per ogni x vi sono funzioni olomorfe P;, e Q; ., prime fra loro in ogni
punto di Uy, tali che

Pi T
fi=—=—— sulU,;
‘ Qi,m ‘

iv) per ogni x vi & un sistema di coordinate (21 4,...,2n) su Uy, centrato
in z, tale che V; = {|z;4] <1, i=1,...,N} e W, = {]zio| < 1/2, i =
1,...,N}.

Indicheremo con r la cardinalita di I. La condizione iii) implica che
Qi,x

Pizy =
Qi,y
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¢ olomorfa e mai nulla in U, N Uy, e limitata in V,, N V,. Poniamo

Pry = H Pix,y
[

C = max max |¢
z,y VmﬁVy| vy

La costante C' ¢ maggiore o uguale di 1 poiché ¢, 0, . = 1.
Sia F' un polinomio in N + 1 variabili, e sia ¢ il suo grado. Scriviamo

F(fl,...,fN,fN-i-l) = %

su Uy, dove Qp = [[ Qi+ e R, & olomorfa. Dobbiamo mostrare che esiste un
polinomio F' non nullo tale che F(f1,..., fn+1) sia identicamente nulla. Notiamo
innanzitutto che, fissato comunque h, si puo far si che 'ordine di annullamento di
R, in x sia almeno h per ogni z. Infatti dire che R, si annulla con ordine h in x
equivale a dire che tutte le derivate di R, di ordine inferiore a h si annullano in
x. Queste sono tutte condizioni lineari sui coefficienti di F', e ve ne sono (h"'x_l).
Complessivamente, dunque, chiedere che R, si annulli con ordine h in x per ogni x

equivale a imporre r(h""x_l) condizioni lineari sui coefficienti di F'. D’altra parte

€+N+1)7

la dimensione dello spazio dei polinomi di grado ¢ in N + 1 variabili e ( Nal

{+N+1 -, h+ N -1
N+1 N
se £ ¢ sufficientemente grande. Ora poniamo

M = maxmax |R,|.
Vi

Dato che R, = ¢ﬁ7yRy e che i W, ricoprono X, si conclude, usando il lemma m
e la proprieta iv) dei ricoprimenti scelti, che

l

MggM.
2h

Dato che il termine di sinistra della formula [10] ha grado N 4+ 1 in ¢ e il termine

di destra ha grado N in h, se h & abbastanza grande si puo trovare un ¢ tale che
valga la relazione [10|e che C* < 2", cioe che £log, C' < h. Segue allora dalla [10| che

M =0, cioe che F(f1,...,fn+1) € identicamente nulla.
Considerazioni simili, che qui omettiamo, mostrerebbero anche che, se I'insie-
me {f1,..., fn} contiene una base di trascendenza di K(X) su C, allora il grado

di F' puo essere maggiorato in modo indipendente da fy41, il che implica che
K(X) ¢ finitamente generato su C(f1,..., fn), e quindi su C. Cio completerebbe
la. dimostrazione del teorema [[0.21

OSSERVAZIONE 10.5. Una delle conseguenze del teorema [10.2] & il teorema di
Chow per sottovarieta complesse chiuse e lisce di spazi proiettivi. Sia V una tale
varieta; il teorema afferma che essa € una sottovarieta algebrica dello spazio proiet-
tivo ambiente. Per dimostrarlo possiamo supporre che V sia connessa. Indichiamo
con n la dimensione di V' e con Y il piu piccolo sottinsieme algebrico dello spazio
proiettivo contenente V', vale a dire l'intersezione di tutti i sottinsiemi algebrici che
contengono V. Vogliamo mostrare che V' =Y. La varieta Y ¢ irriducibile; in effet-
ti, se il prodotto PQ di due polinomi omogenei si annulla su V', uno tra P e @ si
annulla su un sottinsieme aperto di V', e quindi su tutta V. Ogni funzione razionale
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su'Y da per restrizione una funzione meromorfa su V. Segue dal teorema [10.2] che
il campo delle funzioni razionali di ¥ non puo avere grado di trascendenza su C
superiore a n; dunque Y ha dimensione n. D’altra parte Y € uno spazio complesso
irriducibile (si puo mostrare che lirriducibilita algebrica implica quella analitica) di
dimensione n contenente la sottovarieta n-dimensionale V| e deve quindi coincidere
con questa.

Sia X un toro complesso di dimensione N. Il teoremal[I0.2]afferma in particolare
che il grado di trascendenza di K(X) su C non supera N. Sappiamo gia che per
N = 1 questo grado vale 1; mostreremo invece con esempi che, se N > 1, esso
puo essere qualsiasi intero compreso tra 0 e N. Sia V uno spazio vettoriale reale
di dimensione 2N, e sia A un reticolo in V. Una struttura complessa su V & un
automorfismo J di V tale che J? = —1; V diviene uno spazio vettoriale complesso
se, per ogni numero complesso z = a + /—1b e ogni elemento v di V, si pone
zv = av + bJ(v). Cio rende V/A un toro complesso.

Sia F una forma bilineare antisimmetrica su V' la cui restrizione a A sia intera, e
sia J una struttura complessa su V. Come si & visto nel Capitolo[§] una condizione
necessaria e sufficiente perche E rappresenti la classe di Chern di un fibrato in rette
su V/A & che F sia la parte immaginaria di una forma hermitiana H, cio¢ che

E(Ju, Jv) = E(u,v)

per ogni sceltadiu e vin V. Se N > 2 e F # 0 questa condizione non ¢ soddisfatta
per J appartenente a un sottoinsieme aperto denso dello spazio di tutte le strutture
complesse su V. D’altra parte ¢’ solo una infinita numerabile di forme bilineari
su V che siano intere su A, e quindi il teorema di Baire implica che sulla “maggior
parte” dei tori complessi di dimensione 2 o pit non vi sono fibrati in rette olomorfi
con classe di Chern non nulla. Ne segue che sulla “maggior parte” dei tori complessi
di dimensione 2 o piu il solo fibrato in rette con sezioni non nulle & quello banale
0, equivalentemente, non vi sono divisori effettivi non nulli, e quindi non vi sono
funzioni meromorfe non costanti.

Per il momento si ¢ visto che, per tori di dimensione almeno 2, si possono
presentare almeno due casi estremi: il campo K (X) puo avere grado di trascendenza
su C pari alla dimensione di X, come accade ad esempio per i prodotti di curve
ellittiche, o nullo. Costruiremo ora un toro di dimensione 2 il cui campo delle
funzioni meromorfe ha grado di trascendenza 1 sul campo complesso. Per ogni
intero N > 1 e ogni intero p compreso tra 1 e N, un prodotto opportuno di copie di
questo toro, di tori bidimensionali senza funzioni meromorfe non banali e di curve
ellittiche fornisce dunque un esempio di toro complesso N-dimensionale il cui campo
delle funzioni ha grado di trascendenza p su C. Sia A il reticolo in C? generato da

(170)3 (V *LO), (071)7 (O‘aﬁ)a
dove 3 non & reale, e poniamo X = C2/A. C’¢ una mappa suriettiva
v: X =>C/(Z+ pZ)

che proviene dalla proiezione (z,w) — w. Quindi K(X) ha grado di trascendenza
almeno 1 su C. Ora vedremo che, per una scelta generica di a e 3, questo grado
vale esattamente 1. Lo faremo mostrando che, in generale, il sottospazio vettoriale
{w = 0} di C? non ha sottospazi complementari W tali che W N A sia un reticolo
in W; questo sarebbe vero in una varieta abeliana, dove potremmo prendere come
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W il complemento ortogonale di {w = 0} rispetto a una forma hermitiana definita
positiva la cui parte immaginaria sia intera su A.

Se un sottospazio W con le proprieta richieste esistesse, sarebbe generato da
un vettore

v =a(1,0) + b(v/=1,0) + ¢(0,1) + d(e, B) = (a + V/—1b + da, c + df),

dove a, b, c,d sono interi, e ci sarebbe un numero complesso non reale \ tale che
Av € A. Cio implicherebbe innanzitutto che A € Q(3), e poi che

Q€ Q(V _]-v)‘) C Q(V _175)'
Cid non & vero in generale, ad esempio per 8 = v/—1, a = /2.

Nella discussione dell’esempio che abbiamo appena costruito abbiamo implici-
tamente usato il teorema di completa riducibilita di Poincaré, e ne abbiamo anche
accennato la dimostrazione. Un omomorfismo X — Y tra tori complessi si dice
una sogenia se € suriettivo e ha nucleo finito.

TEOREMA 10.6 (Completa riducibilitd). Sia X una varieta abeliana, e A una
sua sottovarieta abeliana. Allora c’¢ una sottovarieta abeliana B di X tale che la
mappa naturale A x B — X sia una isogenia.

La dimostrazione del teorema ¢ semplice. Se scriviamo X = CV /A, dove A ¢
un reticolo, allora A = V/(VNA), dove V & un sottospazio vettoriale di CV e VNA
un reticolo in V. Scegliamo una forma hermitiana su CV che dia una polarizzazione
su X, e sia V1 il complemento ortogonale di V. Allora VXN A & un reticolo in V+
e si puo porre B =V+/(V+NA).



CAPITOLO 11

Geometria del divisore theta

Sia C' una superficie di Riemann compatta e connessa di genere g > 2. Sia
X = J(C) la Jacobiana di C, e sia H la polarizzazione standard su X:

2 _
H(w,w) = —— | AW,
(w,w") \/jl/cww

Come di consueto, E denota la parte immaginaria di H. Scegliamo una base
Ul .oy Ug, Up,. .., Uy di HY(C,Z) tale che

per ogni scelta di ¢ e j. Scriviamo anche, come di consueto,
’L~Lj = E tijui.
i

La funzione theta di Riemann di C &

79(25) = Z e2wﬁ2nizfz+m/?12mt”nj .

Nni,...,ng€ZL

Sia © C J(C) il divisore theta di C, cioe il divisore degli zeri di ¥(z). Osserviamo
che ¥ & una funzione pari, cio¢ che 9(—z) = 9¥(z). Ne segue che © & invariante per
I'involuzione © — —x di J(C), cioé che —© = O.

La scelta di un punto base ¢ € C' determina una applicazione di Abel-Jacobi
Pq : C — X. Sia C) il prodotto simmetrico r-esimo di C, cio¢ il quoziente di
C"™ modulo ’azione del gruppo simmetrico, che nel nostro caso ¢ una varieta liscia.
Scriveremo i punti di C") come somme formali p; + - - - + p,. La mappa g PUO
essere estesa a

P o — X
definita da

G (pr 4+ 4 pr) = Pglpr) + -+ Y(pyr) -
Scriveremo ("), 14 0 1 invece di z/;t(f) quando non c’e rischio di confusione.

LEMMA 11.1. Sia wi,...,wy una base per i differenziali abeliani su C. Siano
P1s--.,pr punti distinti di C, e mq,...,m, interi positivi. Per ogni i, sia w; una
coordinata locale su un intorno di p;. Scriviamo w; = a;jdw; su un intorno di p;.

7
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Allora
hl(ca O(>_mipi))
an(p) o) o) an) o o)
= g — rango . . ,
ag(p) ag’ ™ (pr)
dove agy) indica la h-esima derivata di oy rispetto a wj.

DIMOSTRAZIONE. Per dualita

hl(cv O(Zmzpz)) = hO(Ov KC(izmipi)) .
Segue dalla successione esatta
0= H(C,Kc(=Y_mqp;)) - H*(C,K¢) % H°(C, 3 Clt) — - -

che

a11(p1)
hO(C, Ko (=Y mip;)) = g — dim(c H°(C, K¢)) = g — rango

Ci0 conclude la dimostrazione. O

OSSERVAZIONE 11.2. La mappa w((f) ¢ data da

p1 Pr p1 pr
zpér)(p1+~--—|—pr):classedi </ w1—|—~-~+/ wl,...,/ wg+~-~+/ wg>.
q q q q

Se p1,...,pr sono distinti e w; & una coordinata su un intorno di p;, allora (wy, ..., w,)
sono coordinate locali su un intorno di py + - -+ + p,-. E chiaro che, rispetto a que-
ste coordinate, la matrice Jacobiana di w((f) e (a45(pj)). In questo caso, dunque,
il lemma lega Vindice di specialita h'(C,O(D)) di un divisore effettivo D al
rango della Jacobiana di ¢ in D. Cio & vero in generale; piu esattamente si puo
mostrare che il rango della matrice che compare nell’enunciato del lemma e
sempre uguale al rango della matrice Jacobiana di ¥ in myp;+- - -+m,p,. Lasciamo
al lettore la verifica.

Per r < g, la mappa ¥") & genericamente 1-1 sulla sua immagine. In effetti i
teoremi di Abel e Riemann-Roch implicano che 4(9)(C9)) = X, quindi 4 (C("))
ha dimensione 7, e dunque la fibra generica di ¥(") & finita; d’altra parte il teorema
di Abel dice che due divisori effettivi D e D’ dello stesso grado sono linearmente
equivalenti se e solo se ¢)(D) = (D’), quindi le fibre di 1(") sono connesse. Un
divisore effettivo D si dice speciale se h°(C, O(D)) > 1. Dunque quanto si & appena
mostrato dice anche che un generico divisore effettivo di grado » < g non ¢ speciale.

Veniamo al tema centrale di questo capitolo. Per prima cosa vogliamo mostrare
che © ¢ un traslato di ¥~ (CU=). Sia e = (p; + --- + pg) un punto di X, e
indichiamo con 7, la traslazione z — x + e in X. Supponiamo che ¥ (C) non sia
contenuta in 7.(0); allora 7.(©) taglia su C un divisore D.. Viene da chiedersi se
D, sia linearmente equivalente a p; +---+py. Cid non ¢ esattamente vero, ma vale
il seguente risultato.
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LEMMA 11.3. Se ©(C) non é contenuta in 7.(©), allora deg(D.) = g, € la
classe di equivalenza lineare di Do — (p1+---+pg) € indipendente da e (ma dipende
dal punto base q). In altri termini,

€= w(De) + kg,
dove rq non dipende da e.

Se non c’e rischio di confusione scriveremo & invece di k4. Supponiamo, per il
momento, che il 1emma sia stato dimostrato. Scegliamo punti distinti p1,...,pg
tali che h°(C,O(D)) = 1, dove D = p; + --- + p,. Poniamo e = ¢(D) + k. Se
P(C) C 7.(0), allora

©3¢Y(py) —e=¢(D)—e—P(p1+--+pg-1)
=—k—P(p1+--+pg-1),

eY(p1+ - +pg-1) + K € O, dato che © = —0O.

Se invece 7.(O) non contiene ¥ (C), taglia su C un divisore D, che, per la scelta
di D e per il lemma|11.3} e linearmente equivalente a D. Ne segue anche in questo
caso che

Y(p1+- +pg-1) +KEO.

In conclusione, per una scelta generica di p1+- - -+pg—1, ¥ (p1+- - -+pg—1) appartiene
a 7_,(0), e quindi

Y(CYV) C . (©).

Per dimostrare che vale anche I'inclusione opposta studiamo innanzitutto le in-
tersezioni tra i traslati di (C) e (C@~1). La prima osservazione & che, per
x generico, 7,(¢(C)) non incontra il luogo singolare di ¢(C'9~1), e le intersezio-
ni tra 7, (¥(C)) e ¥(CY~1) sono tutte trasverse. Consideriamo infatti la mappa
o p(CUV) x (C) — X data da o(y,p) =y — p, e sia Z C (CY~D) x 4(O)
il luogo delle coppie (y,p) tali che lo spazio tangente a ¥(C) in p & parallelo al-
lo spazio tangente a ’(/J(C(g_l)) in y. Questo luogo & un sottospazio analitico di
P(C=1) x 4h(C) di dimensione al pitt g — 1. Infatti il luogo singolare di 1(C¥9~1)
ha dimensione al pit g — 2, e quindi I'insieme dei punti (y,p) tali che y appartiene
a questo luogo ha dimensione al pitt g — 1. D’altra parte, se y € un punto liscio di
Y(CY=Y), vi sono solo un numero finito di punti di p € ¢(C) tali che T},(:)(C))
sia parallelo a T, (»(C9~1)), dato che X = 1(C9) e quindi 1)(C) genera X. Cid
mostra che Z ha dimensione inferiore a g, e quindi in particolare che o(Z) # X.
Sia x un punto di X che non appartiene a 0(Z). Se y € 7,(1»(C)) N(CYY) c’e
un punto p di ¢(C) tale che y = x + p, cioe tale che x = o(y,p). Ne segue che y
non & un punto singolare di ¢»(C9=1) e che I'intersezione di 7, (4(C)) e (C9~Y)
in y e trasversa.

E utile capire come linvoluzione # — —x di J(C), che indicheremo anche con
1, agisce su (CW~1). Sia D un divisore effettivo di grado g — 1. T teoremi di
Riemann-Roch e di dualita implicano che

1< h%(C,0(D)) = 1'(C,0(D)) = h’(C, Kc(-D)),

quindi ¢’¢ un divisore effettivo D’ di grado g — 1 tale che D + D’ sia un divisore
canonico, cioe il divisore di un differenziale abeliano. La classe di equivalenza lineare
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di D’ dipende solo dalla classe di equivalenza lineare di D. Diremo che il divisore D’
¢ residuo di D; diremo anche che il sistema lineare |D’| & residuo di |D|. L’identita

—¥(D) = =¢(D + D) + (D) = (D) — $(Kc)

dice che I'involuzione ¢ corrisponde, su w(C’(g’l)), a passare alla serie lineare residua
e a traslare di —1(K¢). In particolare ¢ trasforma ¢(C9~1) in un suo traslato;
piu esattamente

—p(CY™V) = 7_y ko) (W(CUD)).

Ne segue in particolare che studiare le intersezioni di traslati di ¢(C'9=1D) e 9(C)
equivale a studiare quelle di traslati di (CY9~Y) e 1)(C). Mostriamo ora che il
numero di intersezione di due qualsiasi traslati di ¥/(C9=) e ¢(C) & uguale a g.
Per farlo bastera dimostrare che 1(C¥~1)) e un generico traslato di ¢(C) hanno
in comune esattamente g punti, poiché essi sono trasversi, come si ¢ visto sopra.
Come si ¢ appena notato, questo equivale a mostrare che z/J(C(g’l)) e un generico
traslato di ¢(1(C)) hanno in comune esattamente g punti, il che segue dal seguente
risultato.

LEMMA 11.4. Sia D un divisore effettivo non speciale di grado g su C. Scri-
viamo D = Y myp;, dove i p; sono punti distinti e gli m; interi positivi. I punti
di intersezione tra (CW~1) e (D) (1(C)) sono tutti e soli quelli della forma
(D) — ¢(p;). Inoltre la molteplicita di intersezione tra ¥(C9™Y) e 1yp) (1) (C))
nel punto ¥(D) — ¥ (p;) vale m;.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare la prima asserzione dobbiamo trovare le g-
uple di punti p,p1,...,pg—1 di C tali che D — p sia linearmente equivalente a p; +
-+ pg_1. Poiché D non e speciale, questo accade se e solo se p € uno tra i punti
di D, e p1,...,pg—1 sono i rimanenti. Quanto alle molteplicita di intersezione,
osserviamo che i divisori non speciali di grado g che constano di g punti distinti
costituiscono un aperto denso in C9). Dunque, se D & un elemento generale di
questo aperto, l'intersezione tra 1(CY=V) e 7,p) (1 (C)) & trasversa. Ne segue
in particolare che la molteplicita di intersezione di ¥(CW~1) e 7,(1)(C)) vale g
per ogni x. Questo dimostra la seconda asserzione del lemma nel caso in cui D
consta di g punti distinti. Nel caso generale si puo procedere per degenerazione.
Possiamo trovare divisori D’ arbitrariamente vicini a D che siano non speciali e
costituiti da g punti distinti. Se D’ ¢ sufficientemente vicino a D, 7, p)(1(C))
incontra ¢(C9~1) vicino a 1)(D) — (p;) esattamente in m; punti, con intersezioni
trasverse. Ne segue la tesi. U

Sappiamo che 7_,(©) contiene ¢(C9~1), e quindi & della forma ma)(C9~D) +
Y, con m > 0. Intersecando con t(C), in virtu del lemma si conclude che
m = 1 e che il numero di intersezione di ¥(C) e Y ¢ 0. Resta da mostrare che il
divisore Y & nullo. Supponiamo che cio non sia vero. Scegliamo un punto liscio
y di Y, o piuttosto dello spazio analitico ridotto ad esso soggiacente. La retta
tangente a 1(C) in qualsiasi suo punto ¢ parallela allo spazio tangente a Y in y,
poiché in caso contrario potremmo far si che ¥(C) e un traslato di Y si intersechino
trasversalmente, il che contraddirebbe Y - ¢(C) = 0. Cio ¢ impossibile, dato che
Y(C) genera X. Abbiamo quindi dimostrato il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 11.5. © = 7, (¢(C~1)).
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Sia D un divisore effettivo di grado g — 1, e poniamo e = (D) + k. Dato che
—0 = 0, si ha che—e = ¢(D’) + k per qualche divisore effettivo D’ di grado g — 1.
Sommando queste uguaglianze si ottiene

1/}(D+D,):72K/a

il che dice in particolare che la classe di equivalenza lineare di D+ D’ non dipende da
D. D’altra parte D+ D’ contiene g— 1 punti arbitrari, e quindi h°(C, O(D+D’)) =
g, cioe O(D+D')=K¢c e

wq(Kc) = —2l<&q.

Ora ci proponiamo di studiare le relazioni che intercorrono tra le singolarita di
O e i divisori speciali su C'. Il primo risultato & il seguente.

PROPOSIZIONE 11.6. Sia D un divisore effettivo speciale di grado g —1. Allora
Y(D) + k ¢ un punto singolare di ©. Pit esattamente, la molteplicita di (D) + K
in © ¢ pari almeno a h°(C,O(D)).

DIMOSTRAZIONE. Sia 7 + 1 un intero minore o uguale a h°(C, O(D)). Dimo-
streremo, per induzione su r, che la molteplicita di ¥(D) + k & almeno pari a r + 1.
Il caso r = 0 & chiaro. La funzione (p1,...,pg—1) — H(¥(>_ p;)+~) € identicamente
nulla. Differenziando rispetto a p1,...,pg—1 si ricava I'identita

3 g W)+ R (1) () + Qi 2y 1) =0,

. 7
T1yeney 2 "

dove le derivate di ¥ che compaiono in () hanno tutte ordine minore di r. Per
ipotesi induttiva, dunque,

amy
A Z W(@/J(D) + /i) Wi, (pl) .. 'Wir(pr) =0

r

se Y. p; ¢ linearmente equivalente a D. L’ipotesi che h°(C,O(D)) > r + 1 implica

che si possono scegliere py, ..., p, in modo arbitrario senza cambiare (D), e quindi
o™
— WD) +k)=0
per ogni scelta di iy, ...,%.. Questo conclude la dimostrazione. ([l

Il prossimo risultato € un parziale reciproco della proposizione [11.6

LEMMA 11.7. I luogo singolare di © consiste di tutti e soli i punti della forma
(D) + K, dove D ¢ un divisore effettivo speciale di grado g — 1.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che, se D = > p; non & speciale, ¢(D)+
% non ¢ un punto singolare di ©. Poiché la validita o meno del risultato non dipende
dalla scelta del punto base, possiamo supporre che ¢ # p;, i = 1,...,9 — 1, e che
D + g non sia speciale. Per il lemma la curva 7y p)+x (¢4 (C)) non & contenuta
in ©, e l'interseca nel punto ¥ (D) + k = (D) — ¥ (q) + x con molteplicita 1, il che
mostra che ¢ (D) + x ¢ un punto liscio di ©. O

OSSERVAZIONE 11.8. Un’altra dimostrazione del lemmall1.7 puo essere ottenu-
ta combinando il lemma e I'osservazione Questi due risultati dicono che,
quando p1,...,py—1 sono punti distinti di C tali che D =Y p; non sia speciale, la
matrice Jacobiana di ¢ in D ha rango g — 1, e dunque ¢(D) 4 « ¢ un punto liscio di
© (si osservi che, se ¥(D") = (D), allora D' = D perché¢ D non & speciale). Con
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un po’ piu di attenzione, questo metodo puo essere applicato anche al caso in cui
D1, -..,Dg—1 non sono punti distinti.

Siamo ora in grado di dimostrare il reciproco della proposizione che e il
principale risultato di questo capitolo ed ¢ essenzialmente dovuto a Riemann.

TEOREMA 11.9 (Teorema di singolarita di Riemann). Sia C' una superficie di
Riemann compatta e connessa di genere g > 2. Se D é un divisore effettivo di grado
g —1 su C, la molteplicita di (D) + k in © ¢ uguale a h°(C,O(D)).

DIMOSTRAZIONE. Poniamo r + 1 = h%(C,O(D)). Cid che dobbiamo mostrare
¢ che la molteplicita di ¥(D) + k non supera r + 1. Ragioneremo per induzione su
r. Il caso r = 0 ¢ il lemma [IT.7] Per ogni scelta di py,...,P, possiamo scrivere

YD) =Pl +-+qgr1+P1+-+D),
dove q1,...,qy—r—1 dipendono da p = py, ..., p,. Per p generico, h°(C,O(>" ¢;)) =
1. Fissato p, poniamo

/L(pla cee 7pT’7U) = 1/’(2]91 + qu) - 1/}(”) + K,

per ogni scelta di py,...,p,,v € C. Osserviamo che

w(p,v) =9(D) —P(v) + £ €O,
e inoltre che, se D + ¢ ¢ linearmente equivalente a D’ + v, e ¢ (il punto base) e v
sono generici,

h(C,0(D+q) =r+1,

r(C,0(D")) =r.
Cio significa, per ipotesi induttiva, che per v generico ¢’¢ una derivata di ordine
r di ¥ che non si annulla in u(p,v) = ¥(D’) + k. In generale, h°(C,O(D")) > r.

Osserviamo che 9(u(p1,...,pr,v)), come funzione di p1,...,p,, si annulla in p con
ordine al piu r — 1, per p e v generici. Se cio non fosse vero, infatti, si avrebbe che

0= Z 322,16.”9(1/1(17') + K)wi, (By) - wi (D))

...0z1,

(11.1)

per P e r generici, cosicché ¢ si annullerebbe con ordine almeno r in ¥(D’) +
Kk, contro la e lipotesi induttiva. Possiamo dunque trovare una curva liscia

(p1(t), -, (1)) tale che
pl(o) :ﬁia 1= 1,...,’]"’
> qi + > _pi(t) + ¢ mnon & speciale per ¢ generico e t # 0,

87
@19(11(171(75), o Pr(t),0))je=0 # 0.
Cio implica che, per ogni ¢ fissato, t "3 (u(p1(t),...,pr(t),v)) non ¢ identicamente
nulla, e in effetti si annulla esattamente nei punti ¢, ¢1, ..., ¢g—r—1,p1(t), ..., pr(t).
In particolare, per ¢ generico,
o

otr 19(#(1?1(t)7 s 7p7"(t)7v))\t:0

ha uno zero semplice in ¢, che corrisponde a (P, q) = ¥(D) + k. Quindi ¥ non pud
annullarsi in ¢¥(D) + k con ordine maggiore di r. Questo conclude la dimostrazione
del teorema [I11.91 O
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Ficura 1. Un poligono con 4g lati.

L’ultimo pezzo mancante & la dimostrazione del lemma Cominciamo
con lo stabilire alcune notazioni. Consideriamo un poligono S con 4¢g lati come
in figura Se identifichiamo a; con a; e b; con bi_1 con orientazioni opposte,
cioe identificando il punto iniziale di a; con quello finale di a;' e viceversa, e
analogamente per b; e b; L il risultato & una superficie compatta orientabile di
genere g. Inoltre gli 1-cicli corrispondenti a a1,...,ag4,b1,...,by generano il primo
gruppo di omologia di questa superficie e rispetto a una opportuna orientazione i
numeri di intersezione degli a; e dei b; sono

I(a,», aj) = I(bi, b]) =0 s
I(ai, bj) = 51’]’ .
Possiamo porre su S una struttura complessa tale che C' sia ottenibile da S mediante

le identificazioni sopra specificate. Scegliamo una base wy,...,w, dello spazio dei
differenziali abeliani su C' con la proprieta che

/wi:(Sij.

J

Indichiamo con u; l'i-esimo vettore della base standard di C9. Poniamo anche
tij = / Wi ﬂj = Zt”ul .
i
La varieta Jacobiana di C ¢ il quoziente di C9 modulo il reticolo A generato dagli
u; e dagli 4;. Rispetto alla polarizzazione standard di J(C') si ha che

E(ui,uj) = E(ﬂz,ﬂj) = O,
E(’l]i,u]‘) = 57ij N
e quindi le notazioni che abbiamo appena introdotto sono coerenti con quelle

introdotte all’inizio del capitolo.
La funzione theta di C soddisfa le equazioni funzionali

Wz +u) =9(z),
Bz + ) = e—ZTr\/lei_Tl'\/?ltii,ﬂ(z) ]
Se poniamo ¢(z) = J(z — e), la funzione ¢ soddisfa ’equazione funzionale

Pz +ui) = ¢(2),
QO(Z + ﬂ‘l) _ 6277\/77161'67277\/?1%7#\/?1“1'(,0(2’) )
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Sia f una funzione, anche a piu valori, su C. Scegliamo una determinazione di f su
S (nelle applicazioni non sard importante quale si sceglie) e indichiamo con f7 il
valore di f sui lati ay, e b, e con f~ il valore di f sui lati a,?l e b,:l, perk=1,...,g.
Se consideriamo v come funzione a piu valori da C' a C9, un esempio tipico e dato
dalla i-esima componente di 1, che indichiamo con ;. Su ay si ha che

Yy =0+t
mentre su b si ha che

W =b; + b
Un altro esempio e fornito da ¢ o 1, che d’ora in poi indicheremo semplicemente
con . Le equazioni funzionali soddisfatte da ¢ si traducono in

et =9 suby,

o = e2m/—1eke—Qﬂ\/—lw,j—m/—ltkk<p+

Su ay .
Ne segue che

dlogy™ =dlogy™ su by,

dlog o~ =dlog ™ — 2mv/—1wi,  su ay.

Supponiamo che ¢(z) = J(z — e) non si annulli identicamente su ¥ (C). Vogliamo
mostrare che ¢ ha esattamente g zeri. Possiamo supporre che tutti gli zeri di ¢
siano all’interno di S, nel qual caso il numero degli zeri di ¢ ¢

1 1
— dl T —dl )= —— /2 —lwr=g.
o lek:/akjL/bk( 0g ¢ 0g@”) = o lek: 5 m/=lw, =g

Questo dimostra la prima parte del lemma [11.3] Per dimostrare la seconda par-
te, siano pi,...,py gli zeri di ¢ in S. Dobbiamo calcolare ) (p;). Lo faremo
componente per componente. Usando il teorema dei residui si ottiene:

2wﬁ2wh(pi>:z/ +/b (¢ dlog " — vy dlog ™) |
i kY ak ke

[ widtog ™~ vrdtoge™) b [ dloge
br by

| (wirdoge® —vdloge) =2av=T [ v

agk
+27T\/—1thk _thk/ d10g§0+.

ay
Indichiamo con Zj,&,Z;, €, i punti iniziali e finali di ar e by. Le equazioni
funzionali soddisfatte da ¢ implicano che

/ dlog o =log o™ (&) —log o™ (I)) = 2mV~1uy,

(2

/ dlog o+ = log p*(€}) — log o™ (L)

b
=27V —1lep — 2wy —1LZJ]€(II/€) — 7V —=1tgr + 27V —1pyg

dove vy e uy sono interi. In conclusione si ottiene

ZU’(M)E@_“ mod A.
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dove la h-esima componente di x ¢
1
_ + /
Kp = E / Y wr — Yn(Zy) — Sthn -
o 2
k k

E chiaro che x non dipende da e. Cio conclude la dimostrazione del lemma e
dunque del teorema [T1.9]






10.

11.

12.

13.

Bibliografia

. E. Arbarello, M. Cornalba, P. A. Griffiths, and J. Harris, Geometry of algebraic curves. Vol.
I, Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical
Sciences], vol. 267, Springer-Verlag, New York, 1985.

. H. M. Farkas and I. Kra, Riemann surfaces, second ed., Graduate Texts in Mathematics,
vol. 71, Springer-Verlag, New York, 1992.

. Phillip Griffiths and Joseph Harris, Principles of algebraic geometry, Wiley-Interscience [John
Wiley & Sons], New York, 1978, Pure and Applied Mathematics.

. R. C. Gunning, Lectures on Riemann surfaces, Princeton Mathematical Notes, Princeton
University Press, Princeton, N.J., 1966.

. Robert C. Gunning and Hugo Rossi, Analytic functions of several complex variables, Prentice-
Hall Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1965.

. Joseph Lewittes, Riemann surfaces and the theta function, Acta Math. 111 (1964), 37-61.

. David Mumford, Abelian varieties, Tata Institute of Fundamental Research Studies in Ma-
thematics, No. 5, Published for the Tata Institute of Fundamental Research, Bombay; Oxford
University Press, London, 1970.

. C. L. Siegel, Topics in complez function theory. Vol. I, Wiley Classics Library, John Wiley
& Sons Inc., New York, 1988, Elliptic functions and uniformization theory, Translated from
the German by A. Shenitzer and D. Solitar, With a preface by Wilhelm Magnus, Reprint of
the 1969 edition, A Wiley-Interscience Publication.

, Topics in complex function theory. Vol. II, Wiley Classics Library, John Wiley &

Sons Inc., New York, 1988, Automorphic functions and abelian integrals, Translated from the

German by A. Shenitzer and M. Tretkoff, With a preface by Wilhelm Magnus, Reprint of the

1971 edition, A Wiley-Interscience Publication.

, Topics in complex function theory. Vol. I1I, Wiley Classics Library, John Wiley &

Sons Inc., New York, 1989, Abelian functions and modular functions of several variables,

Translated from the German by E. Gottschling and M. Tretkoff, With a preface by Wilhelm

Magnus, Reprint of the 1973 original, A Wiley-Interscience Publication.

George Springer, Introduction to Riemann surfaces, Addison-Wesley Publishing Company,

Inc., Reading, Mass., 1957.

André Weil, Introduction a l’étude des wvariétés kahlériennes, Publications de I'Institut de

Mathématique de I’Université de Nancago, VI. Actualités Sci. Ind. no. 1267, Hermann, Paris,

1958.

Hermann Weyl, Die Idee der Riemannschen Fldche, B. G. Teubner, Stuttgart, 1974, Fiinfte

Auflage.

87






Indice analitico

aperto coordinato,
applicazione olomorfa,
atlante olomorfo,

banalizzazione locale
di un fibrato vettoriale,

carta locale, [I]
Cauchy-Riemann, equazioni di, [2]
coordinate di fibra

di un fibrato vettoriale,
coordinate locali,

differenziale
abeliano, |§|
meromorfo, |§|
olomorfo, |§|
dimensione
complessa, di una varieta complessa,
reale, di una varietd complessa, m
duale
di un fibrato vettoriale, [§]

fascio
delle sezioni di un fibrato olomorfo, |§|
strutturale, di una varietd complessa, |§|
fibrato
canonico, [f]
cotangente olomorfo, |§|
in rette,
tangente olomorfo, []
vettoriale banale,
vettoriale olomorfo, @
forma differenziale
olomorfa, [3]
funzioni di transizione
di un fibrato vettoriale, [f]
equivalenti, [f]

isomorfismo
di fibrati vettoriali, [4]

morfismo
di varieta complesse,

orientazione canonica su una varieta
complessa, []

principio del massimo

per funzioni olomorfe, m
prodotto tensoriale

di fibrati vettoriali, [§]

rango
di un fibrato vettoriale,

sezione
di un fibrato vettoriale, E|
sfera di Riemann, [9]
spazio tangente
a una varietad complessa,
struttura complessa, |I|
struttura differenziabile
soggiacente a una struttura complessa,
superficie di Riemann, [I]
ellittica, El

tipo
di un vettore tangente,

di una forma differenziale, [2]

varieta complessa,



	Prefazione
	Capitolo 1. Preliminari
	1.1. Forme differenziali su una varietà complessa
	1.2. Fibrati vettoriali

	Parte 1.  I teoremi di Riemann-Roch e di Abel
	Capitolo 2. Differenziali abeliani
	Capitolo 3. I teoremi di Riemann-Roch e di dualità
	3.1. Il fibrato in rette associato a un divisore
	3.2. L'isomorfismo di Dolbeault
	3.3. Il teorema di Riemann-Roch
	3.4. Il teorema di dualità

	Capitolo 4. Applicazioni del teorema di Riemann-Roch
	4.1. L'applicazione canonica
	4.2. La formula di Riemann-Hurwitz
	4.3. Ogni superficie di Riemann compatta è algebrica
	4.4. Una versione geometrica del teorema di Riemann-Roch

	Capitolo 5. Il teorema di Abel
	Capitolo 6. L'operatore di Laplace sulle superficie di Riemann
	6.1. Il principio del massimo per le funzioni armoniche
	6.2. Una dimostrazione del teorema 2.5
	6.3. La finitezza di h1(L)


	Parte 2.  Tori complessi
	Capitolo 7. Generalità sui tori complessi
	7.1. Coomologia dei tori complessi

	Capitolo 8. Fibrati in rette sui tori complessi
	Capitolo 9. Il teorema di Riemann-Roch per i tori complessi
	9.1. Immersioni proiettive

	Capitolo 10. Funzioni meromorfe
	Capitolo 11. Geometria del divisore theta
	Bibliografia
	Indice analitico


