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1. Indicando con G il gruppo S(N) delle permutazioni di N, sia
H:= {0 € G : 3n €N tale che (i) =i Vi > n}.

(a) Dimostrare che H ¢ un sottogruppo di G.
(b) Dimostrare che H & normale in G.

(c) Dimostrare che, se 0 € G ha ordine infinito, allora anche cH €
G/H ha ordine infinito.

(d) Dimostrare che in G/H esiste un elemento di ordine n per ogni

intero positivo n.

2. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Indicando con Z(A) e Z(B) gli
insiemi degli ideali rispettivamente di A e di B, si consideri la funzione
v: I(B) - I(A)
I f7(I)

(a) Dimostrare che, se f e suriettivo, allora ¢ ¢ iniettiva.
(b) Dimostrare che, se ¢ ¢ suriettiva, allora f & iniettivo.

(c¢) Nel caso in cui B sia un campo, dimostrare che ¢ ¢ biunivoca se
e solo se anche A e un campo.

(d) Nel caso in cui A = Z e B = Q[X], dimostrare che ¢ non ¢ né
iniettiva né suriettiva.



Soluzioni

1. (a) Chiaramenteidy € H. Dati o, € H, per ipotesi esistono [, m € N
tali che o (i) = i per ogni i > [ e 7(i) = i (quindi anche 771(i) = 7)
per ogni i > m. Ponendo n := max{l, m} risulta allora

(077 1)(@) = o(77(2)) = o(i) =
per ogni i > n, il che dimostra che o77! € H.

(b) Dati 0 € H e 7 € G, va dimostrato che ¢’ := 7o77! € H. Per
ipotesi esiste n € N tale che o(i) = i per ogni ¢ > n. Ponendo
!/

n' = max{7(0),...,7(n)} € N, per ogni i > n’ si ha 771(i) > n,
quindi
o'(i) = m(o(r7(i))) = 7(77'(3)) =1,
e pertanto o’ € H.
(c) Dato k € N tale che (cH)* = H in G/H, va dimostrato che
k = 0. Poiché (cH)* = oFH, si ha o € H. Dunque esiste
n € N tale che o*(i) = i per ogni i > n. Da questo segue subito

S({0,...,n}) = S,41) ha ordine finito, cioé esiste m > 0 tale
che idy = (6%)™ = o*™. Avendo o ordine infinito, da cio segue
km = 0 e quindi k& = 0.

(d) Sia per esempio o € G definita da

) i+1—n sei=n—1 modn
o(i) =< . . :
1+ 1 altrimenti.

E molto facile vedere che o" = idy, mentre per 0 < k < n si

ha o%(i) # i per ogni i € N. Questo chiaramente implica che
o™ € H mentre o* ¢ H per 0 < k < n. Si conclude allora che
(cH)" = 0"H = H, mentre (cH)* = o*H # H per 0 < k < n,
cioe 0 H ha ordine n.

2. (a) Essendo f suriettivo, f(f~'(S)) = S per ogni sottoinsieme S di
B. Dunque, se I e I’ sono ideali di B tali che (1) = ¢(I’) (cioe

Y1) = f7(I")), allora
I=f(f7H D) =ff71I)) =1,

Pertanto ¢ ¢ iniettiva.



(b)

Essendo ¢ suriettiva, esiste un ideale I di B tale che ¢(I) = {0}.
Dato che ogni ideale contiene 0, si ottiene

{0} = f71(1) 2 f7'({0}) = kex(f),

e quindi ker(f) = {0}, cio¢ f ¢ iniettivo.

Poiché un campo ha solo gli ideali banali, Z(B) = {{0}, B}. Se
anche A ¢ un campo, allora Z(A) = {{0}, A} e f ¢ iniettivo (in
quanto omomorfismo da un campo verso un anello non banale).
Dunque ¢ & biunivoca perché

P({0}) = £71({0}) = ker(f) = {0},
o(B) = ['(B) = A

Viceversa, se ¢ ¢ biunivoca, allora #Z(A) = #Z(B) = 2, il che
implica che A & un anello non banale i cui unici ideali sono quelli
banali. Inoltre, essendo in particolare ¢ suriettiva, f e iniettivo
per il punto precedente, da cui segue che A & commutativo (perché
A & isomorfo al sottoanello im(f) dell’anello commutativo B). Per
concludere basta ricordare che un anello commutativo non banale
con solo gli ideali banali € un campo.

Ricordando che esiste un unico omomorfismo di anelli da Z verso
ogni anello, f deve essere l'inclusione di Z in Q[X]. Allora ¢ non
¢ iniettiva perché per esempio (X) # {0} in Z(Q[X]), ma

p((X) = fH((X)) =Zn(X) = {0} = f7({0}) = ({0}).
D’altra parte f = goh, con h: Z — Qe g: Q — Q[X] gli

omomorfismi di inclusione. Allora per ogni ideale I di Q[X] si ha

p(I) = (1) =(goh) (1) = h™ (g~ (1))

D’altra parte g~1(I) (essendo un ideale del campo Q) pud essere
solo {0} o Q. Poiche h=1({0}) = {0} e h™1(Q) = Z, da cio6 segue
che p(I) puo essere solo {0} o Z. Dunque per n > 1 gli ideali nZ
di Z non sono nell’immagine di ¢, che quindi non ¢ suriettiva.



