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Testi di riferimento

Per la parte di teoria dei campi potranno essere utili in particolare i
seguenti testi.
» D.J.H. Garling, A Course in Galois Theory
Soprattutto i capitoli 4 e 7-12.
» J.S. Milne, Fields and Galois Theory, disponibile all'indirizzo
http://www. jmilne.org/math/CourseNotes/ft.html
Soprattutto i capitoli 1-3.

» |.N. Herstein, Algebra

Capitolo 5.

» Dispense di R. Schoof e B. van Geemen, disponibili
all'indirizzo
http://www-dimat.unipv.it/canonaco/notealgebra.pdf
Capitolo 14.
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Caratteristica di un anello

Definizione
La caratteristica di un anello A & char(A) € N tale che, se
f:Z — Aindica I'unico omomorfismo di anelli, char(A)Z = ker(f).
Esempio
char(Z) = 0 e char(Z/nZ) = n¥n > 0.
char(A) = char(B) se 3A — B omomorfismo iniettivo di anelli.
Osservazione
im(f) = Z/char(A)Z per il primo teorema di isomorfismo.
» Poiché im(f) ={na : n€ Z} = (1a),

ord(1a) seord(la) < oo
0 se ord(1la) = oo.

char(A) = {

» A dominio (in particolare campo) = im(f) dominio —
char(A)Z ideale primo == char(A) € 0 o un numero primo.
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Campo dei quozienti di un dominio

Indichiamo con Q(A) il campo dei quozienti (o delle frazioni) di un
dominio A. Vediamo A come sottoanello di Q(A) identificando
ac Acona/le Q(A).

Lemma

f: A— K omomorfismo iniettivo di anelli con A dominio e K
campo = 31 f: Q(A) — K omomorfismo di anelli tale che
fla = f; inoltre f & iniettivo.

Corollario
K campo tale che char(K) =0 = 3!Q — K omomorfismo
(iniettivo) di anelli.

Dimostrazione.

dl'f: Z — K omomorfismo di anelli, e f & iniettivo perché
char(K) = 0. Per il Lemma 3! f: Q(Z) = Q — K omomorfismo
(iniettivo) di anelli (tale che f|z = f). O
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Dimostrazione del Lemma

> unicita: f(a/b) = f(ab1) = f(a)f(b)~! = f(a)f(b)?
Vac A Vbe A\ {0}.

> f(a/b) :=f(a)f(b)"*Vac A Vbe A\ {0} & ben definito:
f(b) € K\ {0} = K* perché f iniettivo;
a/b=2a/b (cond, b e Aeb #0) — ab =db —
f(ab') = f(a'b) = f(a)f(b') = f(d)f(b) =
f(a)f(b)~t = f(a')f(b') L.

» £ & un omomorfismo di anelli: Ya,c € AeVb,dc A\ {0}
f((a/b)+ (c/d)) = f((ad—i—bc)/( d)) = f(ad+bc)f(bd)~! =
f(a)f(b)™* + F(c)f(d)* = F(a/b) + (c/d);
f((a/b)(C/d)) = f((aC)/(bd)) = f(ac)f(bd)~*

fa)f( ; F(c)f(d) " = f(a/b)f(c/d);

F(loa)) = f(1a) = 1k.
> f|A = f perché f( )= f(a/l) = f(a)f(l)_1 =f(a)VaeA
> f iniettivo perché Q(A) & un campo e K # {0}.




Sottocampi

Definizione
Se K & un campo, F C K & un sottocampo di K se F & un
sottoanello di K e come anello & un campo.

Chiaramente F C K & un sottocampo di K <
> 1lcF;
> abeF = a—b,abeF;
> ac F\{0} = alcF.
Esempio
Le seguenti inclusioni sono sottocampi:
» QcRcCC,
> K C K(X):= Q(K[X]) VK campo.

Osservazione
K campo, F\ C K sottocampi (con A e A) = (yea AV C K
sottocampo (esercizio).
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Sottocampo primo di un campo

Definizione
Il sottocampo primo di un campo K & il pil piccolo sottocampo di
K, cioé l'intersezione di tutti i sottocampi di K.

Proposizione
K campo, F C K sottocampo primo di K —

Fo Q se char(K) =0
~ |F,:=7%/pZ se char(K) = p primo.

Dimostrazione.
f:Z — F unico omomorfismo di anelli, ¢ := char(K) = char(F).

» ¢ =p — peril primo teorema di isomorfismo per anelli
Z]pZ = 7] ker(f) = im(f) C F sottocampo = im(f) = F.
» ¢ =0 = peril Corollario 3 f: Q — F omomorfismo

iniettivo = Q = im(f) C F sottocampo = im(f) = F.

—
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Estensioni di campi

Definizione
Un'estensione di campi & un omomorfismo (necessariamente
iniettivo) di anelli K — L con K e L campi.

Esempio
L campo, K C L sottocampo = |'omomorfismo di inclusione
K — L & un’estensione di campi.

Osservazione
Sia i: K — L & un’estensione di campi.

> [ & una K-algebra, e in particolare un K-spazio vettoriale.
» K’ :=im(i) C L sottocampo tale che K = K.
Per abuso di notazione, spesso un’estensione di campi i: K — L

viene indicata semplicemente con K C L, anche quando i non &
un'inclusione. Tale abuso verra evitato quando i sara rilevante.
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Grado di un'estensione di campi

Definizione
Il grado di un’estensione di campi K C L &

[L: K] :=dimk(L).

L’estensione si dice finita se [L : K] < oo.
Se K C L non & finita, scriveremo semplicemente [L : K] = oo.
Osservazione

» [L: K] non va confuso con I'indice di K < L.

» [L:K]>0e[L:K]=1 <= K=L.

Esempio
» [C:R] =2 perché {1,i} & una R-base di C.
> [K(X): K] =00 perché {X" : ne N} C K[X] C K(X) e

K-linearmente indipendente.

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Proprieta delle estensioni finite

Proposizione
F C K C L estensioni. Allora F C L éfinita «<— FCKeKCL
sono finite. Inoltre in tal caso [L: F|] = [L: K|[K : F].

Dimostrazione.

[K: F] <|[L: F] (perché K & un F-sottospazio vettoriale di L) e
[L: K] <[L:F] (perché ogni insieme di generatori di L su F lo &
anche su K), dunque basta dimostrare |'ultima affermazione.
[K:Fl=me[L: K]=n = K = F™ come F-spazi vettoriali e
L= K" come K- e quindi anche come F-spazi vettoriali —

L= (F™)"= F™ come F-spazi vettoriali = [L: F]=mn. [

Osservazione

{ai,...,am} F-basedi K e {f1,...,0n} K-basedi L —

{aiB;j :i=1,...,mej=1,...,n} F-base di L: basta dimostrare
che € un insieme di generatori, il che & vero perché ogni elemento
di L & della forma Zj:l bjB;j con bj =>"", ajja; e ajj € F.
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Estensione generata da un sottoinsieme

» B anello commutativo, A C B sottoanello, U C B =
A[U] indica il piu piccolo sottoanello di B contenente A e U,
cioe l'intersezione di tutti i sottoanelli di B contenenti A e U.
Inoltre & facile vedere che

AlU] = {f(b1,....by) : FEAXL, ..., Xp], b1,..., by € U}.

In particolare A[b] := A[{b}] = {f(b) : f € A[X]} Vb e B.

» K C [ estensione, U C L sottoinsieme —
K(U) indica il piu piccolo sottocampo di L contenente K e U,
cioe |'intersezione di tutti i sottocampi di L contenenti K e U.
Chiaramente K[U] C K(U) e ¢ facile vedere che

KWU)={ap™ : a,8 € K[U], B+#0} = Q(K[U])

(I'inclusione K[U] — K(U) si estende a un omomorfismo
iniettivo Q(K[U]) — K(U), che & anche suriettivo).
Owviamente K C K(U) & un’estensione, detta generata da U
(su K).



Estensioni finitamente generate e estensioni semplici

Definizione

Un'estensione K C L & finitamente generata se 3 U C L finito tale
che L = K(U). L'estensione & semplice se 3a € L tale che

L= K(a) = K({a}).

Esempio
Un'estensione K C L & semplice se [L : K] = p primo: date
estensioni K C K’ C L, da

p=[L:K]=][L: KK :K]
segue [L: K'|=1e[K' :K]l=po[L:K|=pe[K':K]=1,e

quindi K" = Lo K' = K.
Allora L = K(a) V€ L\ K.
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Elementi algebrici e elementi trascendenti

Definizione

K C L estensione. Si dice che o € L & algebrico su K se
30 # f € K[X] tale che f(a) = 0.

Altrimenti si dice che « & trascendente su K.

Proposizione

K C L estensione, o € L.

1. « trascendente su K — Kla] = K[X] e K(a) = K(X)
come K-algebre.

2. « algebrico su K = 3'm, = m, x € K[X] monico (detto
polinomio minimo di « su K) tale che

{f € K[X] : f(a) =0} = (mq).

Inoltre my, & irriducibile in K[X] e
Kla] = K(a) =2 K[X]/(m,) come K-algebre.
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Dimostrazione della Proposizione

g: K[X] = L, f — f(«) & un omomorfismo di K-algebre (& I'unico
tale che X — «); inoltre im(g) = {f(«) : f € K[X]} = K[o] e
ker(g) = {f € K[X] : f(«) =0}.
1. ker(g) ={0} = K[X] = im(g) = K[a] (come K-algebre),
quindi anche K(X) = Q(K[X]) = Q(K[a]) = K(«).
2. ker(g) ideale non nullo di K[X] dominio a ideali principali tale
che K[X]* = K* = 3lm, € K[X] monico tale che
ker(g) = (mq) == per il primo teorema di isomorfismo

Kla] = im(g) = K[X]/ ker(g) = K[X]/(mq)

come anelli, ma & facile vedere che I'isomorfismo (essendo
indotto da g) & anche di K-algebre.

Kla] C L sottoanello = KJa] = K[X]/(m,) dominio =
(m,) ideale primo non nullo = m,, irriducibile e (m,)
ideale massimale = K|o] = K[X]/(m,) campo =

K[a] = K(«) (dato che in ogni caso K[a] C K(«)).
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Grado di un'estensione semplice

Lemma
0+# f € KIX] = dimk(K[X]/(f)) = deg(f).
Corollario
K C L estensione, a« € L = sono equivalenti:
1. « é algebrico su K;
2. K[a] = K(a);
3. [K(a) : K] < o0, e in questo caso [K(«) : K| = deg(m,,).
Dimostrazione.
1 = 2 Per la parte 2 della Proposizione.
2 = 3 Kla] = K(a) campo = K]a] 2 K[X] =
« algebrico su K per la parte 1 della Proposizione —
K(a) = K[X]/(mg) per la parte 2 della Proposizione —
[K(«) : K] = dimk(K[X]/(mq)) = deg(my) per il Lemma.
3 = 1 Per la parte 1 della Proposizione, dato che dimyk(K(X)) = occ.
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Dimostrazione del Lemma

> d:=deg(f), K[X]<q:={g € K[X] : g =00 deg(g) < d}
K-sottospazio vettoriale di K[X] tale che dimk(K[X]<q) = d
(una base di K[X]<g & {X' : 0<i<d}).

» La funzione

¥ K[X] — K[X]
g—recong=qf+r,qgcK[X]ereK[X]cq

& ben definita e K-lineare (esercizio).
> im(1)) = K[X]<q (perché ¢ (g) = g se g € K[X]<d) e
ker(v) = {af : g€ K[X]} = (f) =
KIX]/(f) = K[X]/ ker(¢) = im(y) = K[X]<dq
come K-spazi vettoriali per il primo teorema di isomorfismo
= dimg(K[X]/(f)) = dimk(K[X]<q) = d.
Osservazione
Una K-base di K[X]/(f) e {X'+(f) : 0<i<d}.



Estensioni algebriche e estensioni finite

Definizione
Un'estensione K C L & algebrica se a € algebricosu K Va € L.
Proposizione
K C L estensione = sono equivalenti:
1. K C L é finita;
2. K C L é algebrica e finitamente generata;
3. Jau,...,a, € L algebrici su K tali che L = K(aa, ..., an).

Dimostrazione.
l = 2ael = [K(a):K]<[L: K] <oo = « algebrico su K.

L={(a1,...,ank = L=K(a1,...,an).

2 = 3 Chiaro.

3 = 1 q; algebrico su K = «; algebrico su K; := K(aq,...,aj-1)
= [Kiy1=Ki(aj) K] <o Vi=1,...,n =

K] — TT7 :
[L: K] =T1]"_1[Kit1: Ki] < .



Proprieta delle estensioni algebriche

Osservazione

K C K’ C L estensioni, o € L algebrico su K —

« algebrico su K’ e [K'(a) : K'] < [K(«) : K] < oc:

m, x € K[X] C K'[X] tale che my k(o) =0 = mq k| Mok
in K'[X] = deg(mg k) < deg(mg k).

Proposizione

F C K C L estensioni. Allora F C L algebrica <— F C K e
K C L algebriche.

Dimostrazione.

= Chiaro.

<~ el = palgebricosu K = dag,...,a, € K non
tutti nulli tali che >~7 (3’ =0 = f algebrico su
F':= F(ag,...,an); ag,-..,qn algebrici su F = per la

Proposizione precedente F C F' e F' C F'(3) finite —
F C F'(B) finita = F C F() finita = [.algebricosu F.



Chiusura algebrica in un’estensione

Definizione-Proposizione

K C L estensione = K':={a €L : « algebrico su K} & un
sottocampo di L, detto chiusura algebrica di K in L.

Inoltre I'estensione K C K" & algebrica e K=K

Dimostrazione.

Chiaramente K C K" (in particolare 1 € K*).

a,3 € K- = per la Proposizione di prima K C K(a, 3) &
un’estensione algebrica — a — 3, a8 € K(a, B) sono algebrici
suK = a—pB,a8 € K"

Analogamente 0 # o € K* = K C K(«) estensione algebrica
— a~! ¢ K(a) algebricosu K = a~!c K"

Per definizione I'estensione K C K" & algebrica. Analogamente &
algebrica I'estensione K" C K e quindi anche K C K per la
Proposizione precedente. Allora K- C K", per cui K- = K*. [
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Chiusura algebrica di un campo

Definizione
Una chiusura algebrica di un campo K & un’estensione algebrica
K C K con K algebricamente chiuso.

Corollario
K C L estensione con L algebricamente chiuso = K C K" &
una chiusura algebrica di K.

Dimostrazione.

K C K" estensione algebrica per la Definizione-Proposizione.

K" algebricamente chiuso: f € K'[X]\ K" C L[X]\L =

Ja € L tale che f(a) = 0 (perché L algebricamente chiuso) —
o algebrico su K- = a € K- = K". O
Esempio

Q € Q :=Q" & una chiusura algebrica di Q. Si dice che v € C &
algebrico (risp. trascendente) se o € Q (risp. a € Q).
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Esercizio sulle estensioni di Q

Osservazione
K C L estensione, a € L, f € K[X] monico e irriducibile, f(a) =0
= f =myk (Mg k | f e sono entrambi monici e irriducibili).

1.

B R wN

4.

Vn>0Ja e C tale che [Q(a) : Q] = n.

[Q : Q] = oo.

[R:Q]:[(C:Q]ioo.

L'estensione Q C Q non & finitamente generata.

o = /2 € R & radice di X" — 2 € Q[X] monico e irriducibile
(per il criterio di Eisenstein relativo al primo 2) —

[Q(a) : Q] = deg(m,,@) = deg(X" —2) = n.

. Vn>0, dato o come nel punto 1, a € Q° = Q =

Q C Q(a) C Q estensioni = [Q : Q] > [Q(«) : Q] = n.
Q C Q C C estensioni = [C: Q] >[@ : Q] = <.

Q C R C C estensioni, [C : R] = 2, per assurdo
[R:Q=n<oo0c = [C:Q] =2n< oo, assurdo.

E algebrica ma non finita (per il punto 2).
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Esercizio sulle estensioni finite

K C K’ C L estensioni, « € L con [K': K] = ne[K(a): K] =m.

1. mem(m, n) | [K'(«) : K] < mn (dunque [K'(c) : K] = mn se
med(m, n) = 1).

2. [K'(a):K][tmnse K=Q,L=C, KK =Q(8) cona e f
radici distinte di X3 — 2.

1. m:=[K'(a): K'l <m, KC K C K'(«) estensioni —>
['=[K'(a) : K] = [K'(r) : K'][K" : K] = m'n < mn.

K C K(a) C K'(«) estensioni = m |, n|l=m'n =
mem(m, n) | I.

2. m, = mg = X3 — 2 (perché monico e irriducibile in Q[X])
— m=[Q(a) : Q] = deg(m,) = 3 e analogamente n = 3.
w:=af"! € C tale che K'(a) = Q(a, B) = Q(B,w).
W=a343=1 = wradicedi X3 —1= (X —1)f con
f := (X? 4+ X + 1) monico e irriducibile in Q[X]; w # 1 =
wradicedi f = m, =f = [Q(w) : Q] = deg(m,,) = 2.
[K'() : Q] = [Q(B,w) : Q] =3-2=61mn=0.



Esercizio

Q(/2,): Q] = 4.

[Q(v2,v3) : Q] = 4.

Determinare m 5, /3 o-

m\/i:X2—2 — [Q(v2): Q=2 m=X2+1 =
[Q(i) : Q] = 2. Dunque / :=[Q(v/2,1) : Q] tale che
2=mem(2,2)|/|2-2=4 = | =20 4. Per assurdo
=2 = [Q(v2,):QV2I=1 = Q(v2,i) =Q(v2)
— i € Q(+v/2) C R, assurdo.

2. Analogamente al punto 1, [Q(v/2,v3) : Q] =2 0 4. Per
assurdo sia 2 = /3 € Q(+/2). Poiché

Q(v2) = Q[X]/(X? —2), che ha come Q-base {I, X},
Q(v/2) ha come Q-base {1,v/2} = 3la, b € Q tali che
V3=a+bh/2 = 3= (a—}-b\ﬁ)2 = 22 + 2b% 4+ 2ab\/2
= a’°+2b*>=3e2ab=0 = a=0e2b>=30b=0c¢
a%? = 3, assurdo.

= o=




Dimostrazione di 3 e 4

3. a:=v2+v3eQ(v2,v3) = Q(a) C Q(v2,V3), e per
dimostrare che Q(v/2,v/3) € Q(«) (e quindi concludere che
Q() = Q(+/2,/3)) basta verificare che v/2,v/3 € Q(a).
a?=5+2v6€Q(a) = V6= (a?-5)/2€Q(a) =
a6 =2v3+3v2 € Qo) =
2V3+3vV2-2a=v2cQ(a) = a—V2=+3cQ(a).

4. Come visto nel punto 3, 2v/6 =a? — 5 —
24 = (a? —5)> = a* — 100 + 25

— a*—1002+1=0 = « & radice di
fi=X*-10X?+1€Q[X] = m, | f. Peripunti3e?

deg(ma) = [Q(a) : Q] = [Q(V2,V3) : Q] = 4 = deg(f)

— m, e f sono associati =— m, = f perché sono
entrambi monici.
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Radice di un polinomio in un’estensione

Dato f € K[X] (che posso supporre irriducibile e monico), esiste
un'estensione K C L tale che f abbia una radice o € L?

Se la risposta € si, f = m, k; inoltre posso supporre L = K(a), e
in questo caso L = K[X]/(f).

Proposizione

f € K[X] irriducibile e monico, m: K[X] — L := K[X]/(f)
proiezione al quoziente, o :=mw(X) e L = 7|x: K = L
estensione, L = K(a)) e f = mq k (quindi f ha una radice in L).

Dimostrazione.

f irriducibile = (f) ideale massimale = L campo.

7|k estensione perché omomorfismo di anelli con K e L campi.

m omomorfismo di K algebre tale che 7(X) = a = 7(g) = g(«)
Vg e KIX] = L={g(a): g e K[X]} = Kla] = K(a).

f irriducibile e monico, f(a) = 7(f) =0 = f =m,k. O
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Campo di spezzamento di un polinomio

Definizione
Un campo di spezzamento di f € K[X] \ {0} & un'estensione
K C L tale che:

» f sispezzasu L, cioe dc € K* e aq,...,a, € L tali che
f= CH?:l(X — aj);
> K C L' C L estensione tale che f sispezzasu L' = L' = L.

Se K C L & un campo di spezzamento di f, si dice anche che L &
un campo di spezzamento di f su K.

Osservazione
K C L estensione tale che f = c[[_;(X — a;) € K[X] si spezza
sul = dIK C Ly C L estensione tale che K C Ly € un campo

di spezzamento di f; inoltre Ly = K(ag, ..., ap).

Infatti f si spezza su K(a,...,ap), ese KC L' CLe
un’estensione tale che f si spezza su L', allora oy, ..., a, € L' (per
I'unicita della fattorizzazione in L[X]), per cui K(aq,...,an) C L.
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Esistenza del campo di spezzamento

Teorema
K campo, 0 # f € K[X].
1. Esiste un campo di spezzamento di f.

2. n:=deg(f), K C L campo di spezzamento di f —
[L:K]|nl Inoltre n|[L: K] se f é irriducibile in K[X].

Dimostrazione.

1. Per I'Osservazione basta dimostrare che esiste un’estensione
K C L tale che f si spezza su L.
Per induzione su n: se n =0, basta prendere L = K.
Se n >0, allora 3g € K[X] irriducibile tale che g | f.
Per la Proposizione 3 K C K’ estensione e o € K’ tale che
gla)=0 = f(a) =0 = f=(X—a)fi con f, € K'[X]
e deg(fi) =n—1.
Per induzione 3 K’ C L estensione tale che f; si spezza su L
= f si spezza su L.
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Dimostrazione di 2

Per definizione 3c € K* e ay,...,a, € L tali che

f=clll_1(X — a;), e per I'Osservazione L = K(a, ..., ap).

Per induzione su n: se n =0, allora f = ¢ € K* (non irriducibile in
KIX]) = L=K = [L:K]=1|n'=1.

Se n> 0 e f &irriducibile in K[X], allora my, k = c71f =
[K(cu) : K] = deg(mq, k) = n. Posto n" :=[L: K(a1)],
[L:K]=][L: K(a1)][K(1) : K] = n'n, per cui n|[L: K].
f=(X—a1)f in K(a1)[X] con f; := c[["_,(X — ;) tale che
K(a1) C L campo di spezzamento di f; (perché f; si spezza su L e
L =K(a1)(ag,...,ap)). Poiché deg(fi) = n— 1, per induzione
n"=[L:K(a1)]|(n=1)! = [L:K]=n'n|(n—1)In=nl

Se n> 0 e f = gh non & irriducibile in K[X] (con

0 < m:= deg(g) < n), posso supporre g = c[[;(X — ;) e
h=T1l_mi1(X —a;) = K':=K(a1,...,am) campo di
spezzamento di g su K e L campo di spezzamento di h su K’.

Per induzione [K' : K] | m! e [L: K']| (n—m)! =
L:Kl=[L: KK :K]|(n—m)m!|n!.
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Esistenza della chiusura algebrica

Lemma
K campo —> 3K — K’ estensione tale che ogni polinomio non
costante a coefficienti in K ha una radice in K'.

Teorema
Ogni campo K ha una chiusura algebrica K C K.

Dimostrazione.

> Posto Kp := K, per il Lemma induttivamente Vn € N
I K, C Kpy1 estensione tale che f € Kp[X]\ K = f ha
una radice in Kpy1.

» L :=J,cn Kn campo (esercizio) tale che K C L estensione
con L algebricamente chiuso: f € L[X]\ L = 3n € N tale
che f € K,[X] = f ha una radice in K41 C L.

» K := K" tale che K C K chiusura algebrica di K (gia visto).

L]
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Dimostrazione del Lemma

U:={f € K[X] : f irriducibile e monico}, A:= K[Xf : f € U].
I :=(f(Xr) : f € U)C Aideale: perassurdo | = A =
Jf,...,fy € Udistinti e g1,...,8, € A tali che

hi=> fi(Xs)g =1.

=1

K C L campo di spezzamento di [[7_; i = Vi=1,...,n
Ja; € L tale che fi(a;j) = 0. Valutando h =1 in

X i se f = f; per qualche i =1,...,n
- 0 altrimenti

si ottiene 0 = 1 in L, assurdo.

3J C A ideale massimale tale che | CJ = K’':= A/J campo e
7|k K — K’ (con m: A — K' proiezione) estensione di campi con
la proprieta richiesta: dato f € K[X] \ K, posso supporre f € U
= f(n(Xr)) = 7(f(Xr)) = 0 perché f(X¢) € | C J = ker(m).



Omomorfismi e isomorfismi di estensioni

Definizione

i:K—Lei: K— L estensioni. Un omomorfismo di estensioni
di K (o semplicemente un K-omomorfismo) da i a i’ & un
omomorfismo di K-algebre, cioé un omomorfismo di anelli
J:L— LU taleche i’ =joi.

Un tale omomorfismo & un isomorfismo di estensioni di K (o
semplicemente un K-isomorfismo) se j & un isomorfismo.

Osservazione
i K = L estensione induce omomorfismo di anelli

PiKIXT = LX) F=)a, X" i(f) = i(an)X".

n>0 n>0

Spesso si scrivera ancora f invece di i(f) € L[X]. Se a € L,
I'identificazione tra f(a) = > ~gana” e i(f)(a) =D ,50 i(an)”
& coerente con la struttura di K-spazio vettoriale su L.
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Esistenza di omomorfismi di estensioni

Proposizione

K C K' ei: K — L estensioni, o € K" algebrico su K, 3 € L.
Allora esiste un K-omomorfismo j: K(a) — L tale che j(a) =
<= my k(B) = 0; inoltre se esiste & unico.

Dimostrazione.

« algebrico su K = K(a) = K[a] = K[X]/(mq,k)-

Dunque va dimostrato che 3 (unico) K-omomorfismo
K[X]/(mq,k) — L tale che X — <= m, k(B8) = 0.

Per il teorema di omomorfismo per anelli dare un omomorfismo di
anelli : K[X]/(mq, k) — L equivale a dare un omomorfismo di
anelli p: K[X] — L tale che (mq k) C ker(y), e chiaramente $ &
un K-omomorfismo <= ¢ & un omomorfismo di K-algebre.
Poiché V3 € L 31 p: K[X] — L omomorfismo di K-algebre tale
che ¢(X) = 3, per concludere basta osservare che per un tale ¢
(ma,K) - ker(cp) — 0= @(ma,K) = ma,K(/B)' 0
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Unicita del campo di spezzamento

Teorema

K C K’ campo di spezzamento di f € K[X]\ {0}, i: K — L
estensione. Allora esiste un K-omomorfismo i': K' — L <= f si
spezza su L.

Corollario
K campo, f € K[X]\ {0} = un campo di spezzamento di f
esiste e e unico a meno di K-isomorfismo.

Dimostrazione.

Esistenza gia vista.

Se KC K'ei: K— L sono due campi di spezzamento di f, per il
Teorema 3 K-omomorfismo i": K/ — L. Sempre per il Teorema f
sispezzasu I"(K')C L = i"(K') = L. O

Osservazione
Segue dal Corollario che il grado [K’ : K] di un campo di
spezzamento K C K’ di f € K[X]\ {0} dipende solo da f.
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Dimostrazione del Teorema

Per ipotesi 3¢ € K* e a1,...,a, € K’ (con n = deg(f)) tali che
f=clll.i(X—a))eK =K(ai,...,an).
— f=17(f)=c[l]_1{(X = "(a))) si spezza su L.
<= Perinduzionesun: n=0 = K'=Kei =1
n>0 = m,, g si spezza su L (perché m,, i | f e f si
spezza su L) = 33 € L tale che my, () =0 = perla
Proposizione 3 K-omomorfismo j: K(a1) — L (tale che
j(a) =B) =
g =X —a) e K(ar)[X]
=2

—

tale che deg(g) = n— 1, K(a1) € K’ campo di spezzamento
di g e g si spezza su L (perché g | f e f si spezzasu L) —
per induzione 3 K(aj)-omomorfismo (e dunque
K-omomorfismo) i": K" — L.
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Unicita della chiusura algebrica

Teorema o
K C L estensione algebrica, i: K — K chiusura algebrica di K
— esiste un K-omomorfismo j: L — K.

Osservazione

L C L' estensione algebrica, L algebricamente chiuso — L =L’
a€l’ = m,, € L[X] irriducibile e monico con una radice in L
= deg(my)=1 = my =X—-a = acl

Corollario
K campo = una chiusura algebrica di K é unica a meno di
K-isomorfismo.

Dimostrazione.

K CLei: K— K chiusure algebriche di K == per il Teorema
3 K-omomorfismo j: L — K.

J estensione algebrica (perché i lo &), L algebricamente chiuso

= j K-isomorfismo per |'Osservazione. L
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Dimostrazione del Teorema

Nell'insieme parzialmente ordinato e # ()
{(L',j") : KC L' C L estensioni, j/: ' -+ K K-omomorifsmo}

(incui (L)1) < (L".j") <= L' CL"e |1 =]') ogni catena
{(Lx,jx) : A € A} ha un maggiorante (L, j) con L:={Jycp Ly e

S LK  amj(a) seacl,

(esercizio). Per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale
(Lo, jo), e basta dimostrare Ly = L.

a €L = « algebricosu K = « algebrico su L.

K algebricamente chiuso = 33 € K tale che m, 1,(3) =0
= per la Proposizione 3 Lg-omomorfismo j: Lo(a) — K (tale
che _jé(@) = B) - (Lo,j()) < (Lo(a),j(/)) = Lo = Lo(a) per la
massimalita di (Lo, jo) = « € Lo.
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Estensioni normali

Definizione
Un’estensione algebrica K C L & normale se m, k si spezza su L
Vae L

Esempio
K C K chiusura algebrica di K = K C K & normale.

Proposizione

Un'estensione finita K C L é normale <= é campo di
spezzamento di un polinomio.

Dimostrazione di = .

Jag,...,an € L algebrici su K tali che L = K(ag,...,a,) =

K C L campo di spezzamento di f := [[;_; mq, :

f si spezza su L perché m,, k,...,m,, k per ipotesi si spezzano
sulel=K(U)con U:={a€el: f(a) =0}, dato che
al,...,ap € UeL=K(ag,...,ap). O
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Dimostrazione di <=

» K C L campo di spezzamento di f € K[X]\ {0} =
JceK*eaq,...,ape Ltaliche f =c[[[_{(X —ay) e
L=K(ag,...,an).

» o€l = 3L C L' campo di spezzamento di m, k.
Dato 8 € L' tale che m, x(8) = 0, devo dimostrare /3 € L.

» 3! K-omomorfismo i: K(a) — L' tale che i(a) = S.

» K(a) C L campo di spezzamento di f, f = i(f) si spezza su
" = 3 K(a)-omomorfismo j: L — L' (cioe tale che

JlK(a) = 1)
» j K-omomorfismo = V/=1,...,n
() =i (F)U(eu)) = j(f(eu)) = j(0) =0
= j(oy) €{a1,...,an} CL = j(L)CL =

B = i(a) = j(a) €j(L) C L.



Proprieta delle estensioni normali

F C K C L estensioni.

» F C Lnormale = K C Lnormale: a € L = m,k si
spezza su L perché m, x | mq F € M, F si spezza su L.

» F C L finita e normale =& F C K normale: per esempio,
F=Q K=Q(v2)el=Q(V2,w)conwd=1lew#1
(F C K non normale perché mys g = X3 — 2 non si spezza su
K C R, F C L normale perché campo di spezzamento di
X3 —2).

» [L:K]=2 = KCLnormale: a e L\ K = L=K(x)
= deg(mgy k) = [K(a) : K| =2 = K C L campo di
spezzamento di m, k.

> FC Ke K CL finite e normali =& F C L normale: per
esempio, F = Q, K:Q(\@)eL:Q({’@) (FCKeKCL
normali perché di grado 2, F C L non normale perché
m s p = X* — 2 non si spezza su L C R).
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Gruppo di Galois di un’estensione

Il gruppo degli automorfismi di un campo K &
G(K):={0o: K — K : o isomorfismo di anelli} < S(K).

Definizione
Il gruppo di Galois di un'estensione F C K &

Gr(K):={oc € G(K) : od(a) =aVae F} <G(K).
Proposizione
F C K C L estensioni con F C L finita e normale.

Allora F C K é normale <= K é Gg(L)-stabile (cioe o(K) = K
Vo € Ge(L), o, equivalentemente, o(K) C K Vo € Gg(L)).
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Dimostrazione della Proposizione

— 0€Ge(l) = o(K) CK:
a€e K = myr(o(a)) =o0(myr(a)) =0(0)=0 =
o(a) € K perché m, r si spezza su K.

<= F C L normale e finita = F C L campo di spezzamento di
f e F[X]\ {0}.
a € K = m,F si spezza su L, e va dimostrato che si
spezza su K, cioé che § € L tale che m, f(f) =0 =
b e K.
3! F-omomorfismo i: F(a) — L tale che i(a) = .
F(a) C L campo di spezzamento di f, f = i(f) si spezza su L
— 3 F(a)-omomorfismo (e quindi F-omomorfismo)
o: L — L (cioe tale che o|r(o) = i).
o(L) C L, dimp(o(L)) =dimg(L) < o0 = o(Ll)=L =
0€Gp(l) = p=ila)=0(a) eo(K)=K.
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Polinomi separabili

Definizione

K campo. f € K[X] irriducibile & separabile (su K) se ha deg(f)

radici distinte in un campo di spezzamento.

Ricordiamo che, se K C L & un'estensione, f € K[X]ea e L e

radice di f (ciog (X — ) | f), allora « & radice multipla di f (cioe

(X —a)? | f) <= a & radice della derivata f’ di f.

Lemma

f € K[X] irriducibile & separabile < f' # 0.

Dimostrazione.

K C L campo di spezzamento di f.

= Ja € L radice non multipladi f = f'(a) #0 = ' #0.

< deg(f’) <deg(f) = f{f = mcd(f,f')=1in K[X]
(perché f irriducibile in K[X]) = 3Jg,h € K[X] tali che
1=gf + hf’ = mcd(f,f’)=1in L[X] = f non ha
radici multiple in L, cioé f & separabile.
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Omomorfismo di Frobenius

Corollario
char(K) =0, f € K[X] irriducibile = f separabile.

Dimostrazione.

f irriducibile = n:=deg(f) >0; f =7 ;a;X' con a, #0
= /=" ,ia;X"71 #0 (e deg(f') = n — 1) perché na, # 0 in
K = f separabile per il Lemma. Ol
Definizione-Proposizione

A dominio, char(A) = p primo. L'omomorfismo di Frobenius (di
A) é I'omomorfismo di anelli F: A — A, a v aP.

Dimostrazione.

F(1)=1;Va,be A F(ab) = (ab)P = aPbP = F(a)F(b) e
Fla+b)=(a+ b)p =3P, (7)aP~"b' = aP + bP = F(a) + F(b)
perché p | (7) = I,(p 77 per 0 <i < p. O
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Campi perfetti

Definizione
Un campo K & perfetto se char(K) = 0 o char(K) = p primo e
F: K — K & suriettivo (nel qual caso F € G(K)).

Proposizione
K campo é perfetto <= f & separabile ¥ f € K[X] irriducibile.

Dimostrazione.
Posso supporre char(K) = p primo.

= f € K[X] irriducibile = per il Lemma basta dimostrare
f' #0. Per assurdo f' =0 = f =37, a;XP’; K perfetto
= Jb; € K tale che a,-:}"(b,-):bfVizo,...,n =
f=F "o biX) = (>0, biX")P, assurdo.

<= a€ K = JK C L estensione tale che X? — a ha una radice
ainl = myk|(XP—a)=XP - =(X—a)) =
mq k = X — o (perché m, x monico e irriducibile, quindi
separabile) = a € K e a=a” = F(w).
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Estensioni separabili

Definizione
K C L estensione.
» « € L & separabile su K se o & algebrico su K e m, i &
separabile.

> K C L & separabile se o & separabile su K Va € L.

Osservazione
F C K C L estensioni con F C L separabile = F C K separabile
(owvio) e K C L separabile (perché m, x | mq F Vo € L).

Corollario
K é perfetto <= ogni estensione algebrica di K é separabile.

Dimostrazione.

Segue dalla Proposizione precedente, tenendo conto che f € K[X]
irriducibile e monico = 3 K C L estensione algebrica e Ja € L

tale che f = m, k. ]
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Esempi di campi perfetti

>

| 4

K finito = K perfetto:
char(K) = p primo e F: K — K & suriettivo perché iniettivo.

K algebricamente chiuso = K perfetto:

posso supporre char(K) = p primo — F: K — K &
suriettivo perché Va € K XP — a ha una radice b € K, cioe
a=bP =F(b).

K C L estensione algebrica, K perfetto = L perfetto:
per il Corollario basta dimostrare ogni estensione algebrica
L C L' & separabile.

K CLel CL algebriche =— K C L’ algebrica —

K C L' separabile (sempre per il Corollario) =— L C L'
separabile.

char(K) = p primo = K(X) non perfetto:

per assurdo 31 /g € K(X) (con f,g € K[X] e g # 0) tale che
X =F(f/g)=1fP/gP = fP = XgP in K[X], assurdo.
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K-omomorfismi da un’estensione finita

Teorema
KCLei: K— L estensionicon[L: K] <oo =

#{j: L— L' : j K-omomorfismo} < [L: K]

e vale l'uguaglianza <= m, k ha deg(m, k) radici distinte in L'
(cioé m, K & separabile e si spezza su L') Vo € L.

Dimostrazione (inizio).

Date estensioni K C K/ C K” C L e un K-omomorfismo
i": K' — L', posto

E(K",i"):={i": K" = L' : i" omomorfismo di anelli, i"|x = i'},

la disuguaglianza da dimostrare ¢ #E(L,i) < n:=[L: K].
Per induzione su n: chiaro per n =1, quindi assumiamo n > 1.
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Dimostrazione (fine)

YV a € L sappiamo che e, := #E(K(«), i) soddisfa

ex = #{a' € L' : my k(a') = 0} < deg(mq k) = [K(a) : K] =: n,
e che e, = ny <= my, i ha n, radici distinte in L.

a¢dK = n,>1 = [L:K(a)]=n/n, <n =

Vi' € E(K(«),i) per induzione #E(L,i") < n/n, e vale 'uguale
<= Mg k(q) ha deg(mpg k(q)) radici distinte in L' V3 € L.

Da E(L, ) = [ieg(k(a), E(L; i) segue

#E(Li)= > #E(L )< ean/ne < nan/ng=n
i"eE(K(a),i)

e se vale I'uguale allora e, = ng, per cui my x ha n, = deg(m, k)
radici distinte in L’ (Va € L\ K, ma ovviamente anche Va € K).
Viceversa, se m, x ha deg(m,, k) radici distinte in L’ Va € L,
fissato « € L\ K si ha ey, = ny e #E(L,i") = n/ny
Vi' € E(K(a),i) (perché mg k(q) ha deg(mg (q)) radici distinte
in L' V3 € L, dato che mg k(o) | mp k), e quindi #E(L,i) =n.
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Estensioni di Galois

Definizione
Un’estensione & di Galois se & finita, normale e separabile.

Osservazione
F C K C L estensioni con F C L di Galois — K C L di Galois.

Corollario
K C L estensione finita — #Gk(L) <[L: K] e vale
l'uguaglianza <— K C L é di Galois.

Dimostrazione.
Jj: L — L K-omomorfismo = j suriettivo (perché j omomorfismo
iniettivo di K-spazi vettoriali e dimg(L) < oc0) = per il Teorema

#Gr(L)=#{j: L= L : j K-omomorfismo} < [L: K]

e vale l'uguaglianza <= m,, i separabile e si spezzasu L Va € L
<= K C L separabile e normale <= K C L di Galois. O]
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Campo fisso di un gruppo di automorfismi

G gruppo, X G-insieme —
C.={xeX:gx=xVgeGCX.
L campo, G < G(L) =
¢C—lael:o(a)=aVoeG}CL
sottocampo (detto campo fisso di G).

Osservazione

F C L sottocampo primo = F C LS (perché LG(D) C [

sottocampo) = Gg(L) = G(L).

Teorema (Artin)

L campo, G < G(L) finito = [L: L°] < #G.
Dimostrazione (inizio).

#G =m, G= {01 :idL,...,Um}.

Dati a1, ...,a, € L distinti con n > m, basta dimostrare che
Q .oy} & linearmente dipendente su LC.
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Dimostrazione (fine)

vj == (01(e)),...,om(ej)) € L™ (per j =1,...,n) distinti.
{vi,..., va} linearmente dipendente su L (perché n > m) —

W= {(B1,....Bn) €L" : Y Bjv; =0}
j=1

L-sottospazio vettoriale non nullo di L".
ce€G, (fr,....6n) e W = (0(b1),...,0(Bn)) € W:
(ﬁl,...,ﬁn) eW «— Z}’Zlﬁjai(aj) =0VvVi=1,....m =
di10(B)oooi)(ey) =0Vi=1,....m <
(c(B1),.-.,0(Bn)) € W perché {co01,...,000n,}=G.
(71s---,7n) € WA\{0} (= Fjoe{1,...,n} talechej, #0e
posso supporre yj, = 1) con il minimo numero di componenti # 0.
o€ G = dj:=1;—o(y) tali che (41,...,0,) € W e d; =0se
v =00j=jo = (01,...,0n) =0 per l'ipotesi su (y1,...,7n)
= 7; =o(y;) € L°® (perj=1,...,n) tali che di1a; =0
perché > 7 | vjo1(aj) =0 e o1 = id;.
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Corrispondenza tra sottocampi e sottogruppi

L campo = le funzioni

¢: {K : K C L sottocampo} — {G : G < G(L)} K r— Gg(L)
Y:{G: G<G(L)} —{K : KC L sottocampo} G+ L®

soddifano le seguenti proprieta:
i K C K C L sottocampi = ¢(K) C ¢(K') (cioe
Gr(L) < Go(L));
i G'<G<G(L) = %(G) CY(G') (cice LC C LE);
i K C L sottocampo = K C ¢(¢(K)) (cioe K C LEGx(L);
v G<G(L) = G C¢(t(G)) (cioe G < Gye(L)).
Segue formalmente che valgono queste ulteriori proprieta:
v K C L sottocampo = ¢(K) = ¢(¢(o(K))) (cioe
Gr(L) = Gyepm(L)) perché 6(K) C o(1(6(K))) per iv e
K C 4(6(K)) per iii, quindi ¢(4(¢(K))) C &(K) per i;
vi G < G(L) = ¥(G) = ¢(o(¥(G))) (cioe LC = L (D)),



Corrispondenza nel caso finito

Da v e vi segue anche che @|im(y): im(1)) — im(¢) & biunivoca con
inversa ¢[im(g): im(¢) — im(¢)), dove im(y)) = {L¢ : G < G(L)}
e im(¢) = {Gk(L) : K C L sottocampo}.

Teorema
1. G < G(L) finito = [L:L®]=#G, L° C L di Galois e
G = Ge(L).
2. K C L estensione finita = #Gg(L) < [L: K] e vale
l'uguaglianza <= K C L di Galois <= K = LG«
Corollario

{K : K CLdiGalois} - {G : G < G(L) finito} K — Gk(L)
{G : G < G(L) finito} - {K : K C L di Galois} G+ LC
sono funzioni biunivoche una l'inversa dell’altra e che invertono le

inclusioni. Inoltre K C L di Galois — #Gg(L) =[L: K].



Dimostrazione del Teorema

Sappiamo gia che:
1' G < G(L) finito = [L:L°] < #G;
2" K C L estensione finita = #Gg(L) <[L: K] e vale
I'uguaglianza <= K C L di Galois.

1. Per 1" [L: L®] < #G < 0.
Periv G < Gy6(L), e quindi #G < #Gc(L).
Per 2' #G c(L) <[L: LC].
Dunque [L: L¢] = #G = #G (L) (per cui G = G c(L)) e,
ancora per 2', LG C L di Galois.

2. Periii K C LGk(D),
Per 2" #Gk(L) <[L: K] < 0.
Per 1 LS«(1) C [ di Galois e [L : LE<(D)] = #Gx(L).
Dunque, se K = LS«(1) allora K C L & di Galois.
Viceversa, se K C L & di Galois, allora, sempre per 2,
[L: K] = #Gx(L) =[L: LS<()], da cui segue K = LEx(D)
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Il teorema fondamentale

Ricordiamo che, fissato un campo L,

{K : K C Ldi Galois} - {G : G < G(L) finito} K — Gg(L)
{G : G < G(L) finito} — {K : K C Ldi Galois} G L®
sono funzioni biunivoche una l'inversa dell’altra e che invertono le

inclusioni. Inoltre K C L di Galois = #Gg(L) =[L: K].

Teorema fondamentale della teoria di Galois
K C L estensione di Galois, G := Gg(L). Allora

{F : KC F C Lsottocampo} - {H : H< G} F — Gg(L)
{H:H<G}—{F: KCF C L sottocampo} H s L"
sono funzioni biunivoche una I'inversa dell’altra e che invertono le

inclusioni. Inoltre, se K C F C L e un sottocampo, allora
1. F C L di Galois e #Gf(L) = [L: F];
2. KC Fnormale <= H:=Gg(L)<G = Gk(F) = G/H.



Dimostrazione

> La prima parte e il punto 1 seguono da quanto gia visto,
tenendo conto che K C F C L sottocampo =— F C L di
Galois (perché K C L di Galois).

» Per dimostrare il punto 2, ricordiamo che K C F & normale (e
quindi di Galois) <= F & G-stabile.

» K C F normale = f: G — Gk(F), 0 — o|f ben definita.
Chiaramente f omomorfismo e ker(f) = H, per cui H< G e
G/H = im(f) per il primo teorema di isomorfismo. Inoltre

_#G _ #IL:K]
#H  #[L:F]
= f suriettiva e Gk(F) = G/H.

» HaG = o(a)e FYoe GeVYae F (quindi KC F
normale): o(a) € F = L7 «— 7(0(a))=0(a) VT € H
<= (07 lr0)(a) =a VT € H, vero perché 0~ lr0 € He
acF=1I"
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K:=Qel:=Q(v2w)conl#weC tale che w?=1.
» Q C L di Galois (& campo di spezzamento di X3 —2) e
G := Gg(L) = G(L) tale che #G = [L: Q] = 6.
> Q C Q(+/2) non normale = GQ(%)(L) < G non normale
— G X=6S;.
» 31 H< G non banale (di ordine 3) = [L:L"] =3, Qc L/
normale e Go(L") =2 G/H= G = LH =Q(w).
» G ha anche 3 sottogruppi non normali non banali (di ordine
2), che corrispondono a Q(wv/2) per i = 0,1,2.
Osservazione
» K C LdiGalois = #{F : K C F C L sottocampo} < oo
perché coincide con #{H : H < Gk(L)}.
> K CLfinita = #Gx(L)<[L:K]<oo = LG [
di Galois e #G (L) = [L: LSx(D] | [L : K] (perché
K C LG« C I, quindi [L: K] = [L: LE<D)[LG<D) : K]).

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Il gruppo di Galois di un polinomio

Definizione

K campo, 0 # f € K[X]. Il gruppo di Galois di f su K (ben
definito a meno di isomorfismo) & Gx(f) := Gk (L) con K C L
campo di spezzamento di f.

Osservazione
K C L campo di spezzamento di f € K[X]\ {0}, G := Gg(f).
> K perfetto = K C L di Galois = #G =[L: K].
» R:={ael: fla)=0} = n:=#R < deg(f).
o€ G, a€ R = o(a) € R, quindi si ottiene una funzione
G — S(R) = S, 0 — o|gr, che & un omomorfismo iniettivo
(perché L=K(R)) = G=G' <S5, (= #G|n!).
» K perfetto, f irriducibile = deg(f) =nen|#G | nl.
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K perfetto, f € K[X] irriducibile, n:= deg(f), G := Gg(f).

> n=2 = 2|#G |2l = #6G=2 = GC=(.

» n=3 — 3|#G’3! = #G =306 = G= (30353
(perché G =2 G’ < S3).
f=X3-2 = G=S3se K=0Q, G~ se K=Q(w).

> n=4 — 4|#G |4 = #G=4,812024 =
G =2 (G, C22, Dy, Az 0 Sy (perché GG < 54)
f:X4—10X2+1:ma7Q cona=v2+V3 = G C22:
Q € Q(a) = Q(v/2,v/3) normale (perché campo di
spezzamento di (X2 — 2)(X2 —3)) = f si spezza su Q(«)
— Q C Q(«) campo di spezzamento di f —>
G=Go(Qo)) = #G=[Q(a): Q] =degf =4¢e
G % G4 perché o € G = Go(Q(v2,V3)) =
o(vV2)=+v2eo(V3)=+V3 = ?(V2)=+2e
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K campo finito = char(K) = p primo.

0<n:=[K:Fy] <oo = K =TF] come F,-spazio vettoriale
(quindi K = CJ come gruppo abeliano) = #K = p".
Teorema

V' p primo eV n> 03! a meno di isomorfismo un campo Fpn di
ordine p"; inoltre F,n & campo di spezzamento di XP" — X su Fp.

Dimostrazione.

F, C Fpn campo di spezzamento di XP' X =

R:={a €Fp : aradice di XP" — X} ={a € Fpn : F'(a) =a}
sottocampo di Fpn = Fpn =F,(R) = R.

(XP" — X)' = —1 non ha radici = XP" — X non ha radici
multiple = #Fpn = #R = deg(XP" — X) = p".

K altro campo di ordine p” = oP""1 =1Va € K* (per il
teorema di Lagrange) == ogni elemento di K & radice di XP" — X
= [laek(X =) [ (XP" = X) = XP" =X =[],ex(X —0)
= F, C K campo di spezzamento di XP — X. L]



Gruppi di Galois di estensioni di campi finiti

Se n,m > 0, esiste un'estensione Fpn C Fpm <= n| m:

— d:=[Fpm : Fpr] = Fpm = FG, (come Fpo-spazi vettoriali)
— p" = #Fpm = #F% = (p")? = p™ = m = nd;

= Fp={aecF,: o =F"(a)=a} CFpn perché, se
F(a) = a, allora F™(a) = (F")™/"(a) = .

Corollario
nlm = Fpn CFpm di Galois e Gg,(Fpm) = (F") = Cpr/p-

Dimostrazione.

Fpn C Fpm & di Galois perché campo di spezzamento di XP" — X
(e Fpr & perfetto) = #Gp,,(Fpm) = [Fpm : Fpn] = m/n.

Fpr ={a € Fpm : F'(a) =a} = F" € Gg,,(Fpm), e basta
dimostrare ord(F") > m/n, cioe ord(F) > m in G(Fpm), vero
perche 0 <i<m —

#{la€Fpm : Fila)=aP =a} <p' < p" = F' # idp,,. O
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Gruppi di Galois di polinomi su campi finiti

p primo, n >0, g :==p", 0 # f € Fg[X], G := GFq(f).
> f irriducibile, d := deg(f) = T, C F,a campo di
spezzamento di f (= G = (Cy):
aeF,radice di f = [Fq(a):Fql=d = Fg(a)=F

» in generale f = Hf-;l f; con f; irriducibile, d; := deg(f;)
Vi=1,....,k = d:=mem(di,...,dx) tale che F; C Fa
campo di spezzamento di f (= G = (y):
per il punto precedente F g, € campo di spezzamento di f; su
Fq, quindi f si spezza su qur S qu, - qu/ Vi=1,...,k
e di|d'Vi=1,... k — d|d.

qd.
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Il gruppo di Galois di X" —1

n > 0, char(K) tn, K C L campo di spezzamento di X" — 1.

» (X" —1) = nX""1 0 ha solo la radice 0 (che non & radice
di X" —1) = X" —1 non ha radici multiple in L =
R:={a €Ll : a" =1} tale che #R = n.

» R<L* = Rciclico = Jw € R tale che R = (w)
(quindi ord(w) = nin L*, e si dice che w & una radice n-esima
primitiva dell'unitd; per esempio w = e(?7)/7 se K C C).

> [ =K(R)=K(w) = #Gk(L) = #R’ con
R :={a €L : m,x(a) =0} CR (perché m, x | (X" —1)).

» m, k si spezza su L e non ha radici multiple —>
#Gk(L) = deg(my, k) = [L : K] = K C L di Galois.

» La funzione Gk (L) — Aut(R) < S(R), 0 — o|r € ben
definita e € un omomorfismo iniettivo di gruppi.

» Gr(X"—1)=Gk(L)= G <Z/nZ* = Aut(R) = G
abeliano e #G | ¢(n).
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Polinomi ciclotomici

a € R = Jo e Gg(L) tale che a = o(w) =
ord(a) = ord(w) = n = 3j € Z/nZ* tale che a =/ =

myk= [[(X=0a)|®r:= [] (X-o))eL]X],
aER’ jez/nz*
dove ®,, & detto n-esimo polinomio ciclotomico. Chiaramente
o, [ (X"-1)= J] X-u)
JEZ/NnZ
e deg(®n) = ¢(n).
Teorema
1. ¢, € K[X].
2. K=Q = ¢, € Q[X] irriducibile.

Corollario
m, 0 = ®, e Go(X" —1) = Z/nZ*.
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Discriminante di un polinomio

» K campo, 0 # f € K[X], K C L campo di spezzamento di f.
» n:=deg(f), a1,...,a, € L radicidi f =
0= H (i —aj) e L
1<i<j<n

& ben definito a meno del segno (dipende dall’ordine delle
radici), e chiaramente 6 # 0 <= f non ha radici multiple.

» |l discriminante di f & A = A(f) := 6 € L (ben definito e
tale che A # 0 <= f non ha radici multiple).

Osservazione

o(8) =e(o|r)d (con R:={ai,...,an}) Vo € Gk(f) = Gg(L):
posso supporre § # 0 (quindi #R = n), e allora per definizione di
segno di una permutazione in S(R) = S,

o0)= [[ (oa)=ole;) = [ (olrl@i)=olr(as)) = e(olr)s.

1<i<j<n 1<i<j<n
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Proprieta del discriminante

Proposizione
K perfetto = A = A(f) € K. Se inoltre char(K) # 2, f non ha
radici multiple e identifico Gk (f) a un sottogruppo di S, = S(R),
allora Gk(f) C A, < 6 € K < A é un quadrato in K.
Dimostrazione.
> K C LdiGalois = K = LS Dunque, dato o € L,
ace K <= o(a)=aVo e Gg(L) = Gk(f).
> o(A) =5 (0%) = 0(6)? = (e(0|r)d)? = e(0|g)?6* = 62 = A
Voe Gg(f) = AecK.
> G(f) C A, = 0(d)=90VoeGk(f) = d€K.

» 0 € K, f senza radici multiple = ¢ € K* e Vo € Gg(f)
6= 0'(5) = 6(U|R)5 — 6(U|R)K =1l — 8(0“R) =1
(cioe Gk(f) C Ap) se char(K) # 2.

» Chiaramente § € K <= A = §2 & un quadrato in K.

Alberto Canonaco alberto.canonaco@unipv.it Algebra 2



Discriminante dei polinomi di grado 2 e 3

» Si puo dimostrare che A(f) & esprimibile come polinomio
valutato nei coefficienti di f.

> A(X?+aX +b)=a>—4b:
X2+aX+b=X-a)(X-8)=X2—(a+B)X+aB =
a=—a—pf, b=ap;
S=a—-B8 = A= (a—-pB)?=(a+p)?—4aB = a>—4b.

> A(X3 4 aX + b) = —4a° — 27b%:
X34+aX+b=(X—-a)(X-B)(X—-7)=
X3 —(a+B+7)X?+ (af +ay+ )X —apfy =
a+pB+v=0,a=af+ay+ by, b=—afy =
a=—(a®+aB+B?), b=af(a+p);
6 = (o= B)(a=7)(B —7) = (o= B)(2c + B)(r + 28) =
203 4+ 3028 —303% —23° =
A = (203 + 3028 — 3a8? — 233)? = 4a® + 12a°5 — 304 3% —
260333 — 3028% + 12a° + 4% = —4a> — 27b°.
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Gruppo di Galois di un polinomio di grado 3

K perfetto, char(K) # 2, deg(f) = 3, f irriducibile in K[X] =
{Cg se A(f) & un quadrato in K

Gk(f) =
k() S3  altrimenti.

Esempio
» f = X3 —3X + 1 irriducibile in Q[X] (non ha radici in Q)
= A=-4(-33-27-12=81=9?2 = Gg(f) 2 G.
» f = X3+ 3X + 1 irriducibile in Q[X] (non ha radici in Q)
= A=-4.33-27.12=-135<0 = Gg(f) = Ss.

Osservazione

char(K) # 3, f(X) = X3+ aX? + bX + c € K[X] = con la
sostituzione X = Y — a/3 si ottiene f(X) = f(Y — a/3) =: g(Y)
con g(Y)=Y3+3'Y + b € K[Y]. Chiaramente o € L (campo di
spezzamento di f su K) & radice di g <= « — a/3 ¢ radice di f
= L & campo di spezzamento di g su K = Gg(f) = Gk(g).
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Esercizio sui campi finiti

Determinare il gruppo di Galois G di f := X5 — X + 3 su F per
qg=2,3,4,5.
In ogni caso G = Cy se Fy C Fa campo di spezzamento di f, e

d=
qg=2
q=3
qg==4
g=>5

mem(di, ..., d;) se f =[][i_; fi con fi, ..., f, irriducibili.

f non ha radici (perché f(0) = f(1) = 1), ma & divisibile per
X2 4+ X + 1 (I'unico irriducibile di grado 2 in F2[X]) e risulta
f=X2+X+1(X3+X?+1) = d=mem(2,3) =6.
F=X5—X=XX-1)(X+1)(X2+1) = d=2.
Fo6_43 campo di spezzamento di f su Fp = anche su 4
= d=3.

a€lFg = f(a)=F(a)—a+3 = f(a) =3 #0se
aclsef(a+a)=fla)VaelFsweVaclF; =

Fss = F5(a) se a radice di f = d = deg(m, r,) non
dipende dalla radice o di f == f irriducibile in F5[X] (non
ha radici in 5 e non pud essere f = gh in F5[X] con

deg(g) =2 e deg(h) =3) = d =5.
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Esercizio sul gruppo di Galois di X" — 2

n>1 a:=v2¢ Ryg, w:= em)/n e C, G = Go(X" —2).

Q € Q(ev,w) campo di spezzamento di X" — 2.

nprimo = #G = nyp(n) = n(n—1).

n=406 = #G = np(n).

n=8 = #G < np(n).

#G = np(n) = G = C, X9 Z/nZ* con

0: Z/nZ* — Aut(C,) isomorfismo.

1. Le radici in C di X" —2 sono aw/ per j=0,...,n—1 = |l
campo di spezzamento in Cdi X" —2suQ e
L =Q(aw : j=0,...,n—1) = Q(a,w).

2. Q C LdiGalois, G = Gg(L) = #G=[L:Q].
X™ — 2 irriducibile per Eisenstein = m,qg = X" -2 =
[Q(a) : Q] = deg(X" —2) = n.
myg=®, = [Qw): Q] =deg(®,) =¢(n)=n—1.
med(n,n—1)=1 = [L: Q] =n(n—1).
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Dimostrazione di 3, 4 e 5

3 p(d) = p(6) =2 = [Ow): Q) = p(n) =2 —
n=mecm(n,2)|[L:Q] <2n = [L: Q] =2n= np(n)
(altrimenti [L: Q] =n = w € L=Q(«a) C R, assurdo).

4o w=V2(1+i)/2, =i = Vaw=1+i=1+uw? = w
radice di X2 — v2X +1 € Q(a)[X] (perché V2 = a*) =
[L:0] = [L: Q()][Q(0) Q] < 2-8= 16 < 32 = 84(8).

5. H:= Gg(a)(L) < G tale che #H = #G/[Q(a) : Q] = ¢(n),
H' := Gg.)(L) < G (perché Q € Q(w) normale) tale che
4H = 4G/I0(w) Ql=ne HNH = {1} —

H(HH') = np(n) = #G = G =HH = G=H'x H.
H" = {o; : Jj € Z/nZ} con oi(a) = awl (e oi(w) =w) =
o :O‘% VjGZ/nZ — H = <O'i> = Cp.

H= G/H = Gg(Qw)) 2 Z/nZ* = G = C, %9 Z/nL*
con 0: Z/nZ* — Aut(C,) = Z/nZ* omomorfismo iniettivo
(quindi isomorfismo) perché 7 € H = 31 € Z/nZ* tale che
Tw)=w (eT(a)=a) = To;7 1=0;=07 < 1=1
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Esercizio sui polinomi con gruppo di Galois S,

K campo, 0 # f € K[X] tale che deg(f) =n > 0e Gk(f) = Sp;
a radice di f (in un campo di spezzamento L di f su K).
f & irriducibile in K[X].
n>2 = Gg(K(a))={1}.
n>3 = a"¢K.
Gk(f) =S, = leradicia=ay...,a, € Ldif sono
distintee Vi=1,...,n Jo € Gg(f) tale che o(a) = «;
= oj radicedimy xk = f|mgx == f irriducibile.
2. 0 € Gk(K(a)) = 3Fi=1,...,ntalecheo(a)=aqj e
basta dimostrare i = 1. Per assurdo i =2 — K(a) C L
campo di spezzamento di [[[_5(X — aj) =
[L:K]=[L: K(a)][K(a): K] <(n—2)!n< n!, assurdo
perché [L: K] > #Gk(L) =n
3. Per assurdo o" = a € K = posso supporre f = X" — a
— L=K(o,w)con (w)={pel:p"=1} <" =
[L: K] <[K(a):K][K(w): K] <n(n—1) < n!, assurdo.

= W N



Esercizio sui gruppi di Galois di polinomi biquadratici

Determinare campo di spezzamento Q C L e gruppo di Galois G di
f su Q nei seguenti casi:
1 f=X*—4Xx2+2
2. f=X*—4X2-2
1. f irriducibile per Eisenstein.
f(X) = g(X?) con g(Y) := Y2 — 4Y + 2 che ha radici
24+42¢€ R>o = le radici di f sono +a,+03 con
=V2+V2,8:=v2-V2€Ryg = L=Q(a,p).
a —2—\[—aﬁ = B=(a?-2)/acQa) =
=Q(a) = #G =[L: Q] =deg(my,g) = deg(f) =
Jo € G = Gg(Q(a)) tale che o(a) = 5 (perché j radice di
Ma,Q = f) =

_— = —

BB

«

“2(“)=0(5)=a<0‘22>:522_\@

—— O’Z?éidL — G’EC4_
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Dimostrazione di 2

f irriducibile per Eisenstein.

f(X) = g(X?) con g(Y) := Y2 — 4Y — 2 che ha radici

2++16 €R = le radici di f sono +«, +/3i con
a=vVV6+2L:=vV6-2cRsg = L=0Q(a,}pi).
af=v2 = afi=V2i = L:Q(a,ﬁi).

[Q(ar) : Q] = deg(ma,g) = deg(f) = 4,

[Q(v2i): Q] = deg(m /5, o) =2 (perché m s, o = X?+2) =

mem(4,2) =4 | #G = [Q(a, V2i) : Q] < 4-2=38
e non pud essere [Q(a, v2i) : Q] = 4 (perché v/2i ¢ Q(a) C R)

= #G =28.
GG <SS = G=D,.
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