
6. Tenia di partizione del dominioIn questo paragrafo presentiamo una tenia per erti aspetti ollegata al metodo deimaroelementi. Tale tenia pu�o essere trovata in [21℄.L'idea �e quella di deomporre il dominio 
 nell'unione disgiunta di sottodomini edi veri�are la ondizione inf-sup su iasuno dei singoli sottodomini. �E hiaro he ilseondo problema. a priori non meno problematio di quello di partenza, pu�o avere unerto interesse se, per esempio, la forma dei sottodomini �e partiolarmente semplie.Teorema 6.1. Deomponiamo 
 in un numero �nito di sottodomini disgiunti, difrontiera lipshitziana
 = R[r=1
r:Siano Vh e Qh due suessioni di spazi di dimensione �nita he approssimino dall'internorispettivamente �H10 �2 e L20. Si onsiderino i seguenti spazi:V0;r = fv 2 Vh : v = 0 in 
 n 
rg;Qr = fqj
r : q 2 Qhg;Q0;r = Qr \ L20(
r);K = fq 2 L20(
) : qj
r �e ostante, 1 � r � Rg:Supponiamo inoltre he fra gli spazi V0;r e Q0;r valga la ondizione inf-sup9�0 > 0 t.. 8h > 0 infqh2Q0;r supvh2V0;r R
 qh div vh dxjjqhjj0=R jjvhjj1 � �0 (6.1)e he analogamente valga la ondizione inf-sup fra gli spazi Vh e K, dove tutte le ostantisono indipendenti da h e da r. Allora esiste � indipendente da h tale he valga la ondizioneinf-supinfqh2Qh supvh2Vh R
 qh div vh dxjjqhjj0=R jjvhjj1 � �:Dim. Osserviamo innanzitutto he vale la deomposizione ortogonale38



Qr = Q0;r � R :Allora deomponiamo qh 2 Qh nel seguente modo:qh = eq + q;on qj
r = 1j
rj Z
r qh dxe eqr = eqj
r 2 Q0;r:Si ha evidentemente q 2 K ejjqhjj20;
 = jjeqjj20;
 + jjqjj20;
: (6.2)Grazie all'ipotesi (III{6.1), esiste evr 2 V0;r tale heZ
r eqr div evr dx = jjeqrjj20;
r ;jjevrjj1;
r � 1�0 jjeqrjj0;
r :Analogamente, grazie al fatto he la oppia (Vh;K) veri�a la ondizione inf-sup, esisteuna funzione v 2 Vh tale heZ
r qr div v dx = jjqrjj20;
r ;jjvjj1;
r � 1�K jjqrjj0;
r :Sia ora ev la funzione di Vh veri�ante evj
r = evr per ogni r. Vogliamo ora assoiare aqh la funzione vh di Vh de�nita nel seguente modo:vh = ev + �v;dove � �e una ostante positiva da �ssare in modo he la oppia (vh; qh) sia stabile.Si osservano failmente le seguenti identit�a39



Z
 q div ev dx = 0;Z
 eq div ev dx = jjeqjj20;
;Z
 q div v dx = jjqjj20;
:Si ha inoltreZ
 eq div v dx = pN�K jjeqjj0;
jjqjj0;
;dove N �e la dimensione dello spazio in ui �e immerso 
.Questi ultimi risultati, portano alla stimaZ
 qh div vh dx = jjeqjj20;
 + �jjqjj20;
 � �pN�K jjeqjj0;
jjqjj0;
:Consideriamo allora la seguente disuguaglianzajjeqjj0;
jjqjj0;
 � "jjeqjj20;
 + 14" jjqjj20;
;da ui disendeZ
 qh div vh dx �  1� �"pN�K ! jjeqjj20;
 + 1� pN4"�K! jjqjj20;
;on " > 0 arbitrario. La selta" = 12 �K2�pNprodue la disuguaglianzaZ
 qh div vh dx � 12 jjeqjj20;
 + ��1� �N2�2K� jjqjj20;
:Segliamo in�ne la ostante � nel seguente modo� = �2KN :Da (III{6.2) disende quindi 40



Z
 qh div vh dx � min�12 ; �2� jjqhjj20;
: (6.3)Si ha in�nejjvhjj1;
 � jjevjj1;
 + �jjvjj1;
 �1�0 jjeqjj0;
 + ��K jjqjj0;
: (6.4)Mettiamo insieme ora le equazioni (III{6.3) e (III{6.4), ottenendo la stima �naleR
 qh div vh dxjjvhjj1 � �;dove � dipende solo da N , �K e �0.
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