Derivata come Velocita

0 50 200225 Km
: ) e 5 ) Legge del moto:
50 Km/h 100 Km/h 50 Km/h 50t per + c [O, 1]
Moto rettilineo uniforme: s(t) =<¢504+100(t—-1) pert e (1,2.5)
s(t) =so+v- (t —to) 200+ 50(t—2.5) pert>25
EZL “ s= () Velocita media:
3) —s(0.5 200
200 _ Vmedia = 5(3) = s(0.5) = —=380km/h
3—-0.5 2.5

150 _ velocita media nell’intervallo [0.5, 3]

100 _|
Velocita istantanea:

e pert=20.5 Vistantanea — 90 km/h

e pert=2 Vistantanea — 100 km/h
e pert=3 Vistantanea — D0 km/h

50 |
25
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Derivata come Velocita

S e \Velocita media:
s= (1)
S(toth) | ooommmmmoo o — StloF h) = s(to)
: meala h
I velocitd media sull’intervallo [to,to + h]
s(to) f---- i
! | e \elocita istantanea:
: : o s(to + h) — s(tg)
! | Vistantanea — lim
I h—0 h
O to to+ h t velocita all’istante tg

~

Piu h e vicino a 0, piu piccolo é l'intervallo di tempo considerato e piu precisa €
I'informazione sull’andamento della velocita.

Esempio. Sia s(t) = so+ v-t. Allora si ha:
s(t+h)—s(t) . v-h

v(t) = lim = lim
h—0 h h—0 h
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Derivata come Tasso di Accrescimento

Nel processo di crescita di un organismo il peso corporeo € una fun-
zione del tempo: P = P(t).

P(tp) peso all'istante tg

P(tg+ h) peso all'istante tg + h

P(tg 4+ h) — P(tg) variazione di peso nell'intervallo [tg,tg + A]

Tasso medio di accrescimento: & la variazione (media) nell’unita
di tempo, cioe il rapporto

P(to + h) — P(to)

h
Tasso di accrescimento all’istante ¢g: il limite
P(t h) — P(t
jim P01 = Plio) _ priyy
h—0 h

se esiste, fornisce il tasso di accrescimento in tg.
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Criterio di Monotonia

Criterio di monotonia:
se f & una funzione derivabile in (a,b), si ha:

f'(x) >0 Vz € (a,b) <= [ & debolmente crescente in (a,b)

f'(x) <0 Vz € (a,b) <= f & debolmente decrescente in (a,b)

Nota: per quanto riguarda la monotonia stretta si pud dimostrare
che:

f'(x) >0 Vz € (a,b) = f & strettamente crescente in (a,b)

f'(z) <0 Vz € (a,b) = [ & strettamente decrescente in (a,b)

MA non valgono le implicazioni inversell Basta considerare la fun-
zione f(z) = z3: & strettamente crescente in R, ma f/(0) = 0.
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Criterio di Monotonia

Esempi. Determinare gli intervalli in cui le seguenti funzioni risultano
crescenti e quelli in cui risultano decrescenti:

o f(z) =2z
Si ha che: f/(2) =2z >0 < z>0.

Quindi, f & decrescente in (—o00,0) ed & crescente in (0, +o0).

e g(z) = (22— 23)e”
Si ha che: ¢'(z) = (22422 —-3)e* >0 <= z < —3 oppure z > 1.

Quindi, g & decrescente in (—3,1) ed & crescente in (—oco,—3) €
in (1,400).
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Criterio di Monotonia

A
y4 y
f(x) = |x|
f(x) = x2
> X > X
DECRESCE | CRESCE DECRESCE | CRESCE

e fl(x) =2x <0 perz<O o fl(x)=—-1<0perz<O

= f decrescente = f decrescente
o f/(x) =2x >0 perax>0 o f'l(x)=4+1>0perax>0

= f crescente = f crescente

e x =0 e un punto di minimo relativo. e x =0 & un punto di minimo relativo.
Si ha che f/(0) =0 In x = 0 non esiste f’
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Funzioni Concave e Convesse

y=1(¥)

Una funzione f & convessa in (a,b) se

SOz 4+ (1 =N a2) <Af(z1) + (1= 2A) f(z2)

per ogni z1,x2 € (a,b) € per ogni A € [0,1]. Ciog, presi comunque due punti sul
grafico di f, il segmento che li congiunge sta sopra il grafico.

Una funzione f & concava in (a,b) se

fOz1+ Q=X z2) > A f(x1) + (1 =) f(z2)

per ogni z1,x2 € (a,b) e per ogni A € [0,1]. Ciog, presi comunque due punti sul
grafico di f, il segmento che li congiunge sta sotto il grafico.
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Criterio di Convessita

Criterio di convessita. Se f € una funzione derivabile due volte in
(a,b), si ha:

f"(z) >0 Vzx € (a,b) <+ f convessa in (a,b)

f"(z) <0 Vzxe(a,b) <= f concava in (a,b)

Esempi. Determinare la convessita delle seguenti funzioni:

o f(x) =2
Si ha che: f"(x) =2 >0 per ogni x € R. Quindi, f & convessa in R.

2

¢ gla)=c*
: . " — N 2 1 1
Si ha che: ¢'(x) =27 (22 —-1) >0 <— z < —75 oppure x > 75
. . s . 1 1 S . 1 . 1
Quindi, g & concava in (—ﬁ,ﬁ) ed & convessa in (—oo,—ﬁ) e in (E,—I—oo).
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Problemi di Massimo e Minimo

Punti di massimo e minimo assoluti. Sia f:A— R esia xzg € A.
xo Si dice punto di massimo assoluto se f(xg) > f(x) per ogni x € A
xo Si dice punto di minimo assoluto se f(xo) < f(x) per ogni z € A

Teorema di Weilerstrass. Sia f una funzione definita e continua su un intervallo
chiuso e limitato [a,b]. Allora esistono il massimo e il minimo assoluti di f in [a,b].

Nota. Osserviamo che le ipotesi sono tutte essenziali per la validita del teorema,
esibendo dei controesempi:

T

1 per x =0
Infatti, la funzione non é continua.

non ha minimo in [—1,1].

1
2. f(z) = — non ha massimo in (0, 1]. Infatti, I'intervallo non & chiuso.
x

3. f(z) =€ non ha minimo in (—oo,0]. Infatti, I'intervallo non & limitato.
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Problemi di Massimo e Minimo

Punti di massimo € minimo locali. Sia f:A— R esiaxg € A.
xo Si dice punto di massimo locale se esiste § > 0 tale che

f(z) < f(zo) perogni z € (zog—d,z0+ 9).
xo Si dice punto di minimo locale se esiste § > 0 tale che

f(x) > f(xo) perogni z € (zg—d,z0+ 9).

Teorema dei punti critici (Fermat). Sia f una funzione definita su un intervallo
[a,b] e sia xzp un punto di massimo o di minimo locale. Se z9 € (a,b) e se f &
derivabile in xg, allora f’(x¢) = 0.

Nota: i punti in cui si annulla la derivata prima (tra cui vanno ricercati gli eventuali
punti di massimo o di minimo locali interni), si dicono stazionari o critici.

Criterio della derivata seconda. Sia f una funzione derivabile due volte nell'in-
tervallo (a,b) e sia xg un punto critico.

~

e Se f"(xg) > 0, allora xg &€ un punto di minimo locale.

e Se f’(xg) < 0, allora zg &€ un punto di massimo locale.
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Funzioni Definite su un Intervallo Chiuso e Limitato

1.

Stabilire se |la funzione € continua e trovare gli eventuali punti di
discontinuita.

. Stabilire se la funzione & derivabile e trovare gli eventuali punti in

Ccui non & derivabile.

. Se la funzione & continua, essa ha certamente massimi e minimi

(per il Teorema di Weierstrass).

. I candidati punti di massimo di una funzione continua in un

intervallo chiuso e limitato [a, b] sono i seguenti:
e gli estremi dell'intervallo: a,b;

e gli eventuali punti z € (a,b) in cui la funzione non & derivabile;
indichiamo con A questo insieme;

e gli eventuali punti € (a,b) in cui la funzione & derivabile e
f’(f) — 0O; indichiamo con B tale insieme.
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Funzioni Definite su un Intervallo Chiuso e Limitato

5. Il valore massimo (assoluto) & il massimo tra questi valori:

fla), f(), f(z)perzeA, f(x)perxzeB

6. I punti di massimo sono i valori di x tali che f(x) & uguale al
valore massimo.

7. Il valore massimo e unico. I punti di massimo non SOno necessari-
amente unici.
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Esercizi

Esercizio 1. Studiare monotonia, massimi € minimi delle seguenti

funzioni:

(a) f(zx) =223 —-62x+1

(b) f(z) = el#=4)7

© &)=

Esercizio 2. Studiare concavita e convessita delle seguenti funzioni:

(@) f(z) =In(1 4 2?)
(b) f(z) = 2xe”’+4
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Esercizi

Esercizio 3. Determinare massimo e minimo assoluti della funzione

f(x) = |w2 — 4z + 3|

nell'intervallo [0,5]. Nell'intervallo aperto (0,5) la funzione ammette
ancora massimo e minimo assoluti?

Esercizio 4. Studiare la funzione

ar;2—|—3a?—|—2
r—1

flz) =

e tracciarne un grafico qualitativo.
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Esercizi

Esercizio 5. Date le funzioni f(z) = |22 — 3z + 2| e g(z) =2z — 1,

(a) dire quanto vale fog e qual & il suo insieme di definizione;
(b) dire quanto vale go f e qual & il suo insieme di definizione;

(c) disegnare un grafico qualitativo di f, di g, di fog e di go f.

Esercizio 6. Date le funzioni f(z) =1 e g(z) = In|z|,

(a) dire quanto vale f o g, qual & il suo insieme di definizione e
disegnarne un grafico qualitativo;

(b) dire quanto vale go f, qual & il suo insieme di definizione e quanto
vale la sua derivata nel punto z = 3.
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Regola di de I’'HOpital

Teorema di de I'HOpital. Siano f, g due funzioni derivabili nell'in-
tervallo aperto (a,b), escluso al piu il punto zg, tali che

lim f(x) = lim g(x) =0

T—XQ T—XQ

/
e ¢'(z) %= O per z vicino a zg. Se esiste il limite Ilim f(z) allora

r=%0 g'(z)’

esiste anche il limite

im £ iy L@

Osservazione: il teorema continua a valere, con le dovute modifiche,

. . O
anche per x — =00 € per le forme indeterminate —.
©,@)
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Regola di de I"'HOpital — Esempi

, et — 1 , et 1
1) lim — = lim = —
x—0 Sin 2x x—0 2 COS2x 2
lO 1
2)  lim 22— im =0
r—+oo x° r—+o0o 52
X X X
3)  Iim = lim = Iim £ =4
r—~4o00 12 rx—+oco 2x rx—+o0 2

AT TENZIONE: |la regola di de |I'HOpital € utile quando il limite di
f'/q" esiste. Ad esempio:

, 3x 4+ cosx 3 . .
lim = — . mentre non esiste Iim

34 sinx
xr—+oo 2x+1 o r— 00 2 .

Matematica con Elementi di Statistica, a.a. 2012-2013



