Studio Qualitativo di Funzione (@)

Reperire un certo numero di informazioni, per descrivere a livello
qualitativo I'andamento di una funzione y = f(x) :

. campo di esistenza ( insieme di definizione )

. segno: per quali x risulta f(x) > 0 7

. intersezioni con gli assi: (0, f(0)), per quali x risulta f(x) = 0
. comportamento agli estremi del campo di esistenza

. continuita

monotonia

massimi € minimi

® ~N O U~ W N R

. grafico qualitativo
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Campo di Esistenza @

CAMPO DI ESISTENZA (insieme di definizione) & l'insieme di tutti i punti nei
quali la funzione e definita.

Nel caso di una funzione composta si detemina, caso per caso, tenendo conto degli
insiemi di definizioni delle funzioni base con le quali la funzione e stata costruita.
ESEMPIO

1

- log(4 — x2) = /@)

data la funzione Y

e il logaritmo & definito per
4 -2 >0 = x€(-2,42)
e il denominatore deve essere diverso da zero
log(4—22) #0 = 4—22 %41 = = #*= +V3

il campo di esistenza di y = f(x) € l'unione dei tre intervalli
(_23 _\/§) ) (_\/§7 +\/§) ) (+\/§7 +2)
(=2,—v3) U (=V3,4+V3) U (+V3,4+2)
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Comportamento agli Estremi @

Se il campo di esistenza D e costituito dall’'unione di piu intervalli (limitati o

illimitati) occorre prendere in considerazione separatamente gli estremi di ognuno
di questi intervalli.

e se gli estremi appartengono a D, si calcola semplicemente il valore della fun-
zione in tali punti.

ESEMPI
f(#) =+z, D = [0,+00[, f(0)=+v0 =0
f)=+/z(1-2), D=1[0,1], f(0)=+v0 =0, f(1)=+0

e Se gli estremi non appartengono a D e si intoduce il concetto di limite

ESEMPI
lim = lim - im &= 1 lim ! im £ —*
z—0 g2 2—0% /T z—1 ¢ —1 z—v/3+ 109(4 — 22) =1t fp2 1
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Limite Destro z — a™ (@)

e quando la variabile x assume valori “vicini” ad a (sempre maggiori di a ),
i corrispondenti valori della f(x) si avvicinano sempre piu al valore L.

sceltadi € sceltadi O¢

A
y y=f(x)

lim f(z) =L (limite destro finito)

r—at

e si dice che f(z) tende al limite L per z che tende ad a da destra se, per
ogni € >0, esisteun 6. >0 taleche |f(x)—L|<e perogni zé€ (a, a+d:).

e ESEMPIL: (1) lim+vz—1=0, (2) lim =] _ +1 .

r—1t r—0t g
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Limite Sinistro = — b~ @

e quando la variabile = assume valori “vicini” a b (sempre minori di b), i
corrispondenti valori della f(x) si avvicinano sempre piu al valore L.

sceltadi € sceltadi O¢

A
y y=f(x)

Iin; f(x) =1L (limite sinistro finito)
x—b-

e si dice che f(x) tende al limite L per x che tende a b da sinistra se, per
ogni € >0, esiste 6. >0 taleche |f(z)—L|<e perogni xz€ (b—0d. b).
x|

e ESEMPL (1) lim vI-z=0, (2) lim —=-1.
r—1- r—0- 7
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Limiti per z — g (@

e Se la funzione possiede sia il limite destro che il limite sinistro nel
punto xg e se entrambi sono uguali al valore L si dice che

lim f(x) =1L (limite finito)

T—I(
e quando la variabile x assume valori “vicini” ad xg (diversi da
xg ), | corrispondenti valori della f(x) sono “vicini” al valore L .

e si dice che f(x) tende al limite L per x che tende ad zg se, per
ogni € > 0, esiste un 4. > 0 tale che |f(x)— L| <e per ogni
x € (xg — ¢, Tg + 6c) Ccon x # xg.

2 — 1
= 2

e ESEMPIL: (1) Iim (bx—9) =6, (2) lim
r—73 z—1 x—1
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Limiti per =z — o0 @

quando la variabile x cresce arbitrariamente, i corrispondenti valori
della f(x) sono *“vicini” al valore L.

sceltadi € sceltadi Xg
yry=1e y=1(9)

lim f(x) =1L (limite finito)

r——+00

1
ESEMPL (1) lim z ¥ =1, (2) lim e *=0 [zec=—loge].

r——+oco X r——+00
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Ancora un limite

quando la variabile x assume valori “vicini” ad xg (diversi da
i corrispondenti valori della f(x) crescono arbitrariamente.

y i sceltadi M y b scelta di Oy,

O

im f(x) = 400 limite infinito
T—x(
ESEMPL (1) lim — = 400 [dy = —]
' 02 o LM
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A lim f(x)

T—T(Q

il limite di una funzione pud non esistere:

o f(x) = m, x 7= 0. Non esiste il limite per z — 0 .
xXr
Infatti Iim f(z) =41 e Ilim f(x) =-1
r—07t x—0~
(limite destro e limite sinistro diversi).

1
o f(x)= T # 0. Non esiste il limite per =z — 0.

Infatti Iim f(z) =400 e Ilim f(x) = —c

r—0T x—0~
(limiti destro e sinistro infiniti di segno opposto).

e funzione di Dirichlet. Non esiste il limite per = — O.
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Osservazioni - Limiti per z — zg @

e poicheé nella

definizione di limite x #= xg , non ha alcuna impor-

tanza I'eventuale valore assunto dalla funzione nel punto =zg

f(x)={w2 Perz 0. po)=1e lim f()=0

g(x) = 4

1 per xt =0

(1
—  per x 7= 0
x f(0) =0 e Iimog(a:) = 40

e, per xt =0
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Ampliamento di R @

Ci chiediamo ora cosa succede alle operazioni aritmetiche sui limiti quando i limiti
non sono finiti, in altre parole ci chiediamo se possiamo dare un ‘significato” ad

alcune operazioni in cui compaia l'infinito.

OPERAZIONI: per V ¢ € R si possono definire le operazioni

1. +oo+c¢c =40, —o+c =-—x
(Questo significa che qualunque sia la funzione f(x), che per z — zo tende
a oo, e qualunque sia la funzione g¢g(x), che per =z — zo tende a ¢, allora
f(x) + g(x) per x — xg tende a oo e analogamente per —0).

2. oo+ oo=4c0, —00—00=-—00

3. (+00) - (+00) = 00, (+00) (~00) = —00, (~00) (~00) = +oo
C — 0
o0

(tutte le operazioni precedenti sono commutative).
5. se inoltre ¢# 0

_[+oo sec>0 N _{—OO sec>0
(4-00) C_{—oo sec<0 (—o0) = +00 sec<O
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Forme Indeterminate @

FORME INDETERMINATE: restano inderterminate le operazioni

+00 0 +00

- 7Oj: s )
oo o () T2 5 0

Cosa significa per esempio che 8 e una forma indeterminata?

Significa che se per + — zg f(z) e g(z) tendono a 0, da questa
unica informazione non si puo concludere il comportamento di gg’g
al tendere di x a xq.

Esempio g =0

f(z) =z, g(x) = 23, h(x) = 2z si ha che sia f(z) che g(z) per z — xg

tendono a O e tende + oo, () tende O, () tende 2,
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Operazioni sui Limiti (@)

e Il limite della somma, differenza, prodotto, quoziente di due funzioni risulta
rispettivamente uguale alla somma, differenza, prodotto, quoziente (se il de-
nominatore & diverso da zero) dei due limiti, purché non sia una delle forme

indeterminate.
e Se lim f(x)=a€eR, Iim g(z) =B € R allora si ha:
SOMMA:  fim [f(x) +g(x)] = o+ 5
PRODOTTO: @!I_)ﬂ;:l:f(ac) cg(z) =a-p

1 1
QUOZIENTE: lim ==

=z f(x)  a
VALORE ASSOLUTO: lim |f(z)| = |

e Tale risultato continua a valere anche se

xr— 4+oco, x— —00 O :1:—>:1:E|)',x—>a:a.
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Limite di Funzione Composta (@)

e LIMITE DI FUNZIONE COMPOSTA: siano y= f(x), z = g(y)
due funzioni, per cui abbia senso z = g(f(x)), tali che:

im f(z) =yo, lim g(y)=1L

L—IQ Y—Yo

e f(x)#%=ypo inunintornodi (zg—p, g+ p) , allora si ha che:

im g(f(z)) =L

r—T
e ESEMPI:
1
lim 2213 = . lim log(3z4+1) =0, lim — .
:1:—>—|—c>oe Foo z—0 9(3z+1) r——+oo (e~%)2 too
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Limiti Fondamentali

e dati i due polinomi, rispettivamente di grado p e g,
P(z) = apz? + ap_lacp_l + a1z + ao
Q(z) = bgx? + b1z 1 + - - bz + bo

Si ha:

fa:p
— se p=yq
bq

. P(x) < 0 se p<gq

z—+o0 Q(x) 4o se p>q e
—00 Se p>gq €
\

e ESEMPI:
4363—|—5ac—|—3_4 2363—|—5ac2—|—3_

lim —

= |
z—too T3 —22+4+11 7 a—+4ocox® — 3%+ 222

e ESEMPI:
€37 4 5e*

lim

z——4o0 2e37 — e2¢ 4 4

0

ap

— >0

by

ap

— <0

by
, V' 4+ 10x — 8
lim

t—+oo 224+ 3x+ 8

lo risolvo ponendo t = e”.
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Limiti Fondamentali

@

1.

O<axl
a =

LIMITE 1;:
lO 1
i g(z+1) _
x—0 T
LIMITE 2:
et —
lim =
x—0 T
LIMITE 3:
0] se
lim a* =<1 se
T=Fo0 400 Sse

a> 1.

LIMITE 4:

: x?
lim — =20,

rz——+oo q*

LIMITE 5:

lim «f b* =0,

r— 00

LIMITE 6:
log”
lim o _ 0,

r——+oco ¢

LIMITE 7:

VpeN, a>1

VpeN, 0<b<1

VpeN, Va>o0.

lim z% log?z =0 | V a> 0.

z—0t

VpeN,

Matematica con Elementi di Statistica - prof. Anna Torre - 2009—-10



Funzioni Continue (@)

e CONTINUITA IN UN PUNTO: la funzione y = f(z) si dice continua nel
punto zg se

lim f(z) = f(z0)
ovvero

im f(z) = lim f(z) = f(z0)

T—Ty T—Tq

e CONTINUITA IN UN INTERVALLO: la funzione y = f(x) & continua in un
intervallo [a, b] se:

Nim f(@) = f(xo), Voo € (a, b) , Nim f(z) = f(a) e lim f(z) = f(b).

e GRAFICAMENTE: una funzione definita su un intervallo &€ continua se é pos-
sibile disegnarne il grafico con un tratto continuo, senza staccare la penna dal

foglio.

Matematica con Elementi di Statistica - prof. Anna Torre - 2009—-10



Funzioni Continue - Operazioni @

e SOMMA, PRODOTTO, QUOZIENTE

Dalle proprieta delle operazioni sui limiti segue che la somma, il prodotto e il
quoziente di funzioni continue € una funzione continua.

Dunque se y = f(z), y = g(x) sono continue in xzg, ovvero |im f(x) = f(xo)
e le g(z) = g(x0) , Si ha:
1. y= f(z)+g(x) & continuain zg ovvero lim (f(x)4+g(x)) = f(x0)+g(x0).

2. y= f(x)g(x) & continua in xg ovvero Ji_)rgo(f(m)g(m)) = f(xo0)g(xo).

= /() e continua in xp ovvero |lim /() = f(%),
g(z) z=o g(z)  g(zo)
( i denominatori devono essere diversi da zero ).

e FUNZIONE INVERSA

Se f @ continua ed invertibile allora anche la funzione inversa f~! risulta
continua.

3. vy
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Funzioni Continue - Esempi @

risultano continue nei rispettivi campi di esistenza:

le funzioni potenza ad esponente reale y = z?

. i polinomi P(x) =ag+ajzx+ -+ anx™

le funzioni razionali (quozienti di due polinomi)

kW N

le funzioni esponenziali y = a® e le loro inverse (le funzioni
logaritmiche y = log,x )

5. le funzioni sinx, cosx, tanxz,... e le loro inverse
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Continuita della Funzione Composta @

e FUNZIONE COMPOSTA:

supponiamo che:

— y =g(xz) continua in xzg, Oovvero xli_)ngog(x) = g(xzg)

— y=f(z) continuain yo = g(zo), ovvero lim f(y) = f(yo)

allora fog e continua in xg , ovvero

im flg(x)) = f(g(=zo0)).

r—X

e ESEMPI :

y= 7+e® , y=10910(94+e'™%) sono continue ove sono definite
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Limite di Funzioni Composte @

Cosa si pud dire del limite della funzione composta e della continuita della funzione
composta 7

1. limy74+et=2, lim log10(9 +el™®) =1

z—0

2. usando la continuita della funzione y = /x posso dire:

_ 4 + 1 _ r+1
l[im = lim =2
z— 00 €T z— 00 €T

3. dovendo calcolare il limite:

' €3x _|_5€a:
lim
z——4o0 2€3% — e2% 4 4
faccio il seguente cambio di variabile: t =¢e*, |im t= Ilim e* e miriconduco
z— 00 z— 00
al calcolo del limite:
t3 4+ 5¢

lim
t—too 2t3 — t2 + 4
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Esempi di Discontinuita

ESEMPIO 1: lim f(z) # f(0)

y:{mQ se xz#0
1 se x=20

lim f(z) =0, f(0) =1.
ESEMPIO 2:  lim f(z) # lim f(x)

_{—1 se <O
Y= 1+1 se x>0

lim f(z) = -1, lim f(z) =+1.

ESEMPIO 3:  lim f(z) # lim f(z)
_ 2 se <0
J 24+1 se >0
lim f(xz) =0, Iin8+ f(x) = 1.

r—0-

ESEMPIO 4: |Iim = 40

z—0

1
— se z#£#0
y =4 z°

0] se =20

ESEMPIO 5: |lim f(x) = 00

r— 0+

se z+0

S| =

y:
O se z=0
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