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Come creare un modello di un sistema di voto?

Diversi aspetti che si possono prendere in considerazione:

Quale legge elettorale utilizzare?
— Teorema di Arrow...

Chi ricevera piu voti?
— Teorema dell’elettore mediano...
Quale modello puo descrivere le situazioni di voto?

Chi & piu influente nel prendere decisioni?
— Giochi semplici e indici di potere...
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Immaginiamo che gli elettori siano politicamente uniformemente
distribuiti dall’estrema destra all'estrema sinistra e decidano di
votare per il partito con idee pil vicine alle loro.

Se ci sono solo due partiti, dove si posizioneranno per prendere pil
voti?

C'e un solo equilibrio di Nash: entrambi i partiti si posizionano al
centro.
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Vota Si

AW =

Vincente Perdente
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v & monotona: v(S) < v(T) Per ogni coalizione S

seSNQT (n 1 sSCT
. u =

v:2¥ —{0,1} S 0 altrimenti
v(N) = 1

v(A) = 1 si dice che la coalizione A & vincente, altrimenti & detta
perdente.

Un gioco semplice v puo essere caratterizzato dall'insieme delle sue
coalizioni vincenti minimali W™ (v) definito come

Wmh(v)={A:v(A)=1and BC A = v(B) =0}

In un gioco di unanimita us, S & I'unico elemento di W™.
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Sull'insieme dei gioci semplici si pud costruire la struttura di
reticolo, rispetto a queste due operazioni:

definita da v A w(S) = min{v(S), w(S)}
definita da v V w(S) = max{v(S), w(S)}

Dato un gioco semplice v con W™(v) = {A,B,C,D---}, allora

v=uaVugVucVup---

x Esercizio Dimostrare che per ogni S, T € 2N, S, T () si ha che

us AUt = usnt us V ur = usyt

6
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Il gioco
[q; wa, ..., wy]

rappresenta una situazione in cui n giocatori (ad esempio: partiti,
soci di un'azienda) devono prendere una decisione.

Il giocatore i ha peso w; (ad esempio: numero di seggi in
parlamento, quote dell’azienda). Per approvare una decisione &
necessario che ci siano almeno g voti a favore.

v(A) = { boZieat 24

0 altrimenti

Il gioco che descrive il consiglio di sicurezza dell'Onu &:
v=1[39,7777711111,1,1,1,11]

Per approvare una risoluzione servono i voti dei 5 membri permanenti piu almeno di 4

altri membri non permanenti.

~
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Una compagnia ha tre soci, che hanno (rispettivamente) il
controllo del 50%, del 49% e dell’ 1% delle azioni.
Le decisioni vengono prese utilizzando la maggioranza pesata.
Il gioco &

v = [51; 50, 49, 1]

50% 49% 1%

Cos’é una soluzione per questo gioco?



Un valore (value) per il gioco v € G(N) & una funzione

¢:G(N)—>R"

Il vettore x = (x,...,x,) assegna una utilita x; al giocatore /.

Qual é l'interpretazione nel caso dei giochi semplici?

®(v) € R” per valutare il potere dei giocatori.
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OEED S VCIN 1 RO

SCN~{i}

— Si conta il numero di coalizioni per cui un giocatore & cruciale e lo si
divide per il numero totale delle coalizioni.
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Giochi cooperativi Giochi semplici
Valore di Shapley — Indice di Shapley-Shubik
Valore di Banzhaf <+ Indice di Banzhaf-Coleman

Giochi cooperativi Giochi semplici
Linearita —  Transfer
Dummy Player = Dummy Player
Simmetria = Simmetria
Efficienza = Efficienza

Un vettore di soluzione ¢ soddisfa la transfer se per ogni coppia di
giochi semplici v, w si ha

P(v Vv w) = o(v) + op(w) — d(w A w)
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v = [161;108, 91,50, 20, 16, 16, 10, 10]

Partito

\ % Seggi ‘ Shapley ‘ Banzhaf ‘

Partito Democratico | 33.65 33.8 32.14
Popolo delle Liberta 28.35 26.19 25.00
5 Stelle 15.58 21.42 23.21
Scelta Civica 6.23 5.24 5.36
Lega Nord 4.98 3.33 3.57
Misto 498 3.33 3.57
Grandi Autonomie 3.11 3.33 3.57
Per le Autonomie 3.11 3.33 3.57
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¢ : G(N) — R" che soddisfa la linearita (transfer) e la proprieta
del dummy player.

© € un valore probablllstlco se e solo se per ogni i € N esistono
{pS}SCN\{} tali che pg > 0, ESCN\{ } ps =1

pilv) =Y pPsIv(SULi}) —v(S)).

SCN~{i}

Probabilistico + efficiente = quasivalue.
Probabilistico + simmetrico = semivalue.
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¢ : G(N) — R" che soddisfa la linearita (transfer), la simmetria e
la proprieta del dummy player.

¢ & un semivalue se e solo se esistono {ps}s—o, .n—1 tali che
n—1 /n—1
pSZO'Zs:O(s)pszl

pilv) = Y plv(SULi}) —v(S)):

SCN~{i}
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oi(v)= Y ¢ (1—q) " (SU{i}) - v(S)]

SCN~{i}

po=1 ps =0 ps =0 Pn-1=1
perognis=1,...,n—1 perognis=0,...,n—2.

— L'indice di Banzhaf & %—binomiale.
— L'indice dittatoriale considera solo il contributo dei singletons, mentre

I'indice marginale considera solo il contributo portato quando si forma la
grande coalizione.

16
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Se ¢ € un semivalue con coefficienti ps, il semivalue modificato

©m? € definito dai coefficienti

e = se s € [my, my]
J my J( )

ps =

0 altrimenti.

Shapley modificato:

Banzhaf modificato:
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PD PdL | 5 Stelle | Sc. Civica | Altri

B=p5 | 3214 | 25 23.21 5.357 3.571
B, Bl 50 50 0 0 0

B3, B2 375 | 25 18.75 6.25 3.125

B3,8%,85 | 30.0 | 25.0 | 25.0 5.0 3.75

85,85 | 31.05 | 2474 | 24.21 5.263 3.684

B8, Bt 375 | 25 18.75 6.25 3.125
B8, B¢ 50 50 0 0 0

L'indice di Banzhaf modificato
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Si(v) = Z ISeW™(v):ieSelS|=s|

— Potere diviso tra le coalizioni vincenti minimali con la stessa cardinalita
che contengono il giocatore i e tutte le coalizioni vincenti minimali

IS eW™(v):ieS|
den|SEWT(v):jES|

Hi(v) =

— Rapporto tra le coalizioni vincenti minimali che contengono i e tutte
le coalizioni vincenti minimali che contengono altri giocatori

Questi due indici soddisfano ['efficienza, la simmetria, la dummy
player ma non soddisfano la transfer.
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v = [51;50, 49, 1]

Shapley: (3, 5.5)

Banzhaf: (3,1,1)
Deegan-Packel: (3,1, 1)
Public Good: (1,1, 1)

Quale usare? Dipende...
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Vota Si Si astiene Vota No

v
1 RXG @:
; Vincente Perdente

(N,v) con v:3N = {0,1} e
SCT = v(S)<v(T)
v(N,0,0) =1e v(0,0,N)=0

v(51,52,53) =1 +— S & una tripartizione vincente
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N = {15 membri }
P = {Cina, Francia, Russia, UK, US} insieme dei rappresentati
permanenti con potere di veto

Come gioco semplice, S C N Come gioco con astensione,
& vincente se S = (51,52, S3) & vincente se

IS|>9ASNP=0. |S1] >9A SN P =0.



Un professore e due assistenti: |'esame viene superato se e solo se
si ottiene il voto favorevole del professore e almeno uno dei due
assistenti non & contrario.

yes mmh no mmh no

N ={a, b,c}

Le tripartizioni vincenti minimali sono: (a, b, c) e (a, ¢, b)
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Sv) =

(5) — V(Sia) = 1}’
N(v) = 7 1|{5 a € Szev(S)—v(Sis) =1}
ﬂa(v) a ( )+/Ba ( )

<

— L'indice di Banzhaf & diviso in due componenti per contare quando un
giocatore € cruciale cambiando dal si all’astensione e quando lo &
cambiando dall’astensione al no.
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Spazio dei roll-calls: R = My x 3V con cardinalita |R| = 3"n!
— Lo spazio dei roll-call comprende tutti i possibili ordinamenti dei
giocatori considerando anche tutte le loro diverse possibilita di voto

a & pivotale in R per il gioco v se dopo il voto di a I'esito &
fissato, qualsiasi cosa votino i giocatori successivi ad a.

Pa(v) =

— L'indice di Shapley conta il numero di roll-call per cui a & pivotale 25/30



Il giocatore b, uno dei due assistenti, € pivotal se
vota si votando dopo a, che ha votato si, se ¢ precede b ha votato no:
abc x (ab,0,c) abc x (ab,c,0) abc x (abc,,0)
ach x (ab, 0, c)
cab x (ab, 0, c)

si astiene votando dopo a, che ha votato si, se ¢ precede b ha votato no:

abc x (a,b,c) abc x (a, bc,0) abc x (ac, b,0)
acb x (a, b, c)
cab x (a, b, c)

vota no se vota dopo di ¢ che ha votato no, e a vota si se precede b:
chba x (a,0,bc) cbax (0,a, bc) cbax (0,0,abc)
acb x (a,0, bc)
cab x (a,0, bc)

L'indice di Shapley-Shubik del giocator b & 522 = 2.
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p sono i giocatori con potere di veto e g gli altri

Per il gioco semplice... Per il gioco con astensione...
...I'indice di Banzhaf & ...I'indice di Banzhaf &
Bp = 0.05175 B4 = 0.00512. Bp = 0.02265 B4 = 0.01111

BYA(v) =0.01464 B7N(v) =0.00804

A(v)=o0.01111 BV (v) =0.

...I'indice di Shapley & ...I"'indice di Shapley &
¢p = 0.19627 ¢, = 0.00186. ¢p =0.16338 ¢, = 0.01830.

— Nel gioco con astensione il potere dei membri non permanenti €
leggermente maggiore rispetto al gioco semplice, I'indice di Banzhaf in
particolare mette in evidenza il ruolo diverso dei giocatori.
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In caso di ancora piu alternative?

80668
v

raxs I G N .

vl E O A SR

| giocatori hanno j-possibilita di voto:

v : j-partizione —+ R
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(j.k) games [Freixas&Zwicker2003]
J-inputs and {vi, ..., v} ranked outcomes,
then V(Sl, cee, 51) =v;

Multichoice games [Hsiao&Raghavan1990]

Games with n players and r alternatives [Bolger1993]
v(S,T) where I is a r—partition and S € I’

Bicooperative games [Bilbao2000]

v(S, T) where players in S are voting yes players in T no,

but v(0,0) = 0.
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