ESERCIZIO 1 – Supponiamo di avere due urne uguali. La prima U1  contiene 9 palline bianche e 1 nera, la seconda U2  contiene 1 pallina bianca e 9 nere. 

Lancio un dado: se  esce  1 o 2 pesco una pallina da U1, se esce un altro numero pesco una pallina da U2 .    Calcolare:
1. la probabilità di estrarre una pallina bianca  p(B)
2. la probabilità di estrarre una pallina bianca, avendo scelto la prima urna  p(B/U1)
3. la probabilità di aver scelto la prima urna, sapendo che è stata estratta una pallina bianca p(U1/B)
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p(U1) = 
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,  p(U2) = 
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· p(B/U1) = 
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· p(B)= 
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· dalla formula di Bayes

      p(U1/B)= 
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ESERCIZIO 2 – Supponiamo di avere due sacchetti S1, S2 indistinguibili.  S1  contiene 6 palline numerate da 1 a 6.    S2 contiene 4 palline numerate da 1 a 4. Supponiamo di scegliere a caso un sacchetto con probabilità 
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.    Calcolare:

1. la probabilità di estrarre il numero 1

2. la probabilità di estrarre il numero 5
3. la probabilità di aver scelto il primo sacchetto, sapendo che è uscito il numero 1
4. la probabilità di aver scelto il secondo sacchetto, sapendo che è uscito il numero 1
· p( S1) = 
[image: image7.wmf]2
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· p(1 / S1 )= 
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· p( 1 )= 
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dalla formula di Bayes:    p(S1/1)= 
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     p(S2/1)= 1 - p(S1/1)= 
[image: image11.wmf]5
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ESERCIZIO 3 – Supponiamo di avere due urne uguali. La prima U1  contiene 2 palline rosse e 38 gialle, la seconda U2  contiene 1 pallina rossa e 9 gialle. Supponiamo di scegliere a caso una delle due urne con probabilità 
[image: image12.wmf]2
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.    Calcolare:

1. la probabilità di estrarre una pallina rossa  p(R) [una pallina gialla p(G)]
2. la probabilità di aver scelto la prima urna, sapendo che è stata estratta una pallina rossa p(U1/R) [sapendo che è stata estratta una pallina gialla].
· p( R/U1) = 
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· p(R)= 
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· p(G)= 
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· dalla formula di Bayes:    p( U1/R )= 
[image: image16.wmf]3
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  e   p( U1/G )= 
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ESERCIZIO 4 – Risolvere l’Esercizio 1 supponendo di scegliere entrambe le urne con probabilità  
[image: image18.wmf]2
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 .
ESERCIZIO 5 – Risolvere l’Esercizio 2 supponendo che il primo sacchetto contenga solo i numeri da 1 a 3 ed abbia probabilità 
[image: image19.wmf]5
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 di essere scelto.

ESERCIZIO 6 – Risolvere l’Esercizio 3 supponendo che la prima urna contenga 100 palline rosse e 900 gialle.

ESERCIZIO 7 - Una scatola contiene quattro cioccolatini avariati e sette buoni. 

Quale è la probabilità che estraendone due a caso almeno uno di questi sia buono ? 
E la probabilità che siano esattamente due buoni ?        [v. Dispense prof. A. Torre]
TEST DIAGNOSTICO  è qualunque procedimento utile all’identificazione di uno stato di malattia (ad es. test per l’epatite B, pap-test, sideremia, glucosio nel sangue,…)
Quanti sono i veri malati tra i positivi al test?

Quanti sono i veri sani    tra i negativi al test?

Voglio definire degli indicatori che misurino l’affidabilità del test diagnostico, in termini probabilistici.

SIMBOLI 

· M─   soggetti non affetti dalla malattia - sani
· M+  soggetti affetti dalla malattia - malati
· T─    esito del test  negativo 
· T+   esito del test  positivo
Supponiamo di sottoporre al test gli individui di una popolazione di 1200 soggetti. Supponiamo di conoscere il numero degli individui sani  e degli individui malati. Possiamo schematizzare i dati in un’unica tabella detta matrice di decisione.
MATRICE DI DECISIONE
Compilo la tabella, inserendo il numero dei

1. soggetti sani     

M─ = 960
2. il numero dei soggetti malati 

M+ = 240
3. il numero soggetti risultati negativi al test 

T─ = 984
4. il numero dei soggetti  risultati positivo al test 
T+ = 216
	
	T─
	T+
	

	M─
	
	
	960

	M+
	
	
	240

	
	984
	216
	1200


Completo la tabella inserendo il numero dei
5. soggetti sani risultati negativi 
M─ ∩ T─ = 912 

6. soggetti sani risultati positivi 
M─ ∩ T+ = 48
7. soggetti malati risultati negativi 
M+ ∩ T─ = 72
8. soggetti malati risultati positivi
M+ ∩ T+ = 168
	
	T─
	T+
	

	M─
	912
	48
	960

	M+
	72
	168
	240

	
	984
	216
	1200


SPECIFICITÀ e SENSIBILITÀ del TEST

· definisco due indicatori, basandomi sul concetto di  probabilità condizionale
· li stimo con le frequenze relative (pur di avere un campione sufficientemente numeroso
specificità
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Per l’esempio considerato:
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  si dice che il test ha specificità pari al 95%
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  si dice che il test ha sensibilità pari al 70%
Dal punto di vista clinico ovviamente interessa di più sapere:
· la probabilità di assenza della malattia nel caso di test negativo
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valore predittivo di un esito negativo

· la probabilità di presenza della malattia nel caso di test positivo
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valore predittivo di un esito positivo
Per l’esempio considerato:
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Esercizio 1 – Un test diagnostico ha specificità pari all’85% e sensibilità pari al 90%. Applicato a una popolazione di 9000 soggetti ha dato 6570 negativi.
1. Quanti veri negativi ci si possono attendere

2. Quanti veri positivi ci si possono attendere
3. Qual è la prevalenza della malattia 

4. Qual e’ il valore predittivo di un esito negativo corrispondente a tale prevalenza

Passo 1 – costruisco la matrice di decisione indicando con x il numero dei soggetti sani e con y il numero dei soggetti malati (in rosso i dati del problema)
	
	T─
	T+
	

	M─
	0.85·x
	0.15·x
	x

	M+
	0.10·y
	0.90·y
	y

	
	6570
	2430
	9000


Passo 2 – utilizzando le proprietà della matrice di decisione, scrivo un sistema di equazioni nelle incognite x ed y
	
	T─
	T+
	

	M─
	0.85·x
	0.15·x
	x

	M+
	0.10·y
	0.90·y
	y

	
	6570
	2430
	9000
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Passo 3 – risolvo l’equazione in x 
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Passo 4 – completo la matrice di decisione
	
	T─
	T+
	

	M─
	6426
	1134
	7560

	M+
	144
	1296
	1440

	
	6570
	2430
	9000


M─ ∩ T─=6426 

M+ ∩ T─=1296

prevalenza = (1440/9000) = 16%

valore predittivo di un esito negativo = (6426/6570) ≈ 98%

valore predittivo di un esito positivo = (1296/2470) ≈ 53%

Esercizio 2 – Un test diagnostico ha specificità pari al 90% e sensibilità pari al 98%. Calcolare i valori predittivi per una prevalenza della malattia del 10%.
Suppongo  di  avere una popolazione di 10000 individui, segue
M─ = 9000 ,   M+ = 1000
	
	T─
	T+
	

	M─
	8100
	900
	9000

	M+
	20
	980
	1000

	
	8120
	1880
	10000


valore predittivo di un esito negativo  = 100·(8100/8120) ≈ 99%

valore predittivo di un esito positivo   = 100·(980/1880) ≈ 52%

Esercizio 8 – Un test diagnostico relativo a una certa malattia ha specificità pari al 80% e sensibilità pari al 80%. Sottoponendo un campione di 10000 pazienti al test, il 26%  risulta positivo.

· Scrivere al matrice di decisione. 
· Qual è il valore predittivo positivo del test ?  
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· Qual è la prevalenza della malattia ?

	
	T─
	T+
	

	M─
	0.8·x
	0.2·x
	x

	M+
	0.2·x
	0.8·y
	y

	
	7400
	2600
	10000



[image: image31.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

7400

0.2·y

0.8·x

    

          

10000

 

y

x
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matrice di decisione:

	
	T─
	T+
	

	M─
	7200
	1800
	9000

	M+
	200
	800
	1000

	
	7400
	2600
	10000


valore predittivo positivo:   
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prevalenza: 
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