| COMPLEMENTI DI ANALISI MATEMATICA DI BASE)|

(Laurea triennale in Fisica)

‘Prova scritta del 7 Febbraio 2005‘

Considerata la successione di funzioni {f,} da [0,4o00[ in R
fn(2) :=n?x exp(—nz),

a) mostrare che Yz > 0 esiste il

lim fu(2) = f(2)

n—-+oo
e calcolare f(x);

b) wverificare che la convergenza di {f,} ad f non é uniforme su [0, +oo[, mentre lo é su
[1,4o00[;

¢) determinare se vale o no l'uguaglianza

+oo +oo
lim fo(z)de = / f(z)da.
0

n—-+00 0

Sia Q un sottoinsieme di R? non vuoto, misurabile (secondo Lebesgue) e di misura
finita. Mostrare che, per ogni funzione f sommabile in ) e per ogni A € R,

a) la funzione x — gx(z) == (f(x) — \)/3 & sommabile in Q;

b) lim gx(z) dm = +o0; lim gxr(z)dm = —o0.
Q

A——00 J A—400

Calcolare Uintegrale curvilineo f7 w, dove:
w:= (e +ye® +2y)dz + (xe¥ + ¥ — 2y)dy
ey e lellisse di equazione x* + 9y?> = 4, percorsa una volta in senso orario.

[Suggerimento: si determini una forma differenziale w che ha un’espressione molto piu
semplice di quella di w, ma tale che f7 W= f7 wl.

Soluzione

a) Si ha f,(0) =0 Vn € N, quindi f(0) = 0. Per ogni = > 0 fissato, & evidente che
2
fn(.%') = \/Eexp(nx)

r Vr € R). Quindi f ¢ la funzione identicamente nulla su [0, +o0].

b) Per dimostrare che la convergenza di f,, ad f non & uniforme su [0, +-00[, si osservi
che f, € >0, f,(0) =0, e limgy_, 4o frn(x) = 0; quindi f,, (che non ¢ identicamente nulla)
ha massimo positivo in ]0, +o0c[. Dato che

Jite) = (5 1T ) expl-na)

si annulla se e solo se = 1/(2n), tale punto ¢ di massimo per f,, ed il valore del
massimo ¢ f,,(1/(2n)) = $n32e~1/2. Quindi non solo non & vero che per n — +oo si

tende a 0 per n — 400 (exp(nz) ha ordine di infinito maggiore di




ha sup,~o fn(x) — 0, ma anzi sup,~ fn(x) — +00. Invece, per z > 1 la funzione f,
& decrescente, quindi sup,~; fn(z) = fu(1) = n2e™" tende a 0 per n — 400, dunque la
convergenza & uniforme.

c¢) L'uguaglianza & falsa: piu precisamente, il limite a primo membro vale +o00. Infatti,
dato che x — e ™" e decrescente, si ha che

+o0 1/n 2 1/n 9
/ fu(z) dz > n? / 22 dy > L / 2 de = = /2.
0 0 (& 0 3e

a) La funzione g € misurabile in €, perché & la composizione della funzione misurabile
f e della funzione continua ¢ — (t — A)'/3. Inoltre, per ogni ¢t € R si ha |t|'/3 < 1+ [t| (se
[t| < 1sihalt|V/? <1<14]t],eselt|>1siha|t|'/3<|t| <1+ ]|t]). Di conseguenza,
risulta [gy(z)| = |f(z) = A\V/3 < 1+ |f(x) = A| < 1+ |\ +|f(2)], funzione sommabile in
Q (che ha misura finita). Dunque |g)| &€ sommabile , quindi lo & anche g,.

b) Per ogni x € €, la funzione A — gy(x) & decrescente, cosi come la funzione A —
G(N) == Jo ga(x) dm; quindi esistono i limiti

G_:= lim G\ eRU{+o0} e G;:= lim G(\) € RJU{—o0}.
A——00 A——+o0

Se, per assurdo, fosse ad esempio G4 € R, la successione decrescente di funzioni sommabili
{gn} avrebbe la corrispondente successione {G(n)} degli integrali limitata. Ma allora, per
il Teorema di Beppo Levi, {g,,} dovrebbe convergere q. o. in 2 ad una funzione sommabile,
impossibile perché g, (x) tende a —oo quando n — +00.

E chiaro che w non & chiusa, perché
0 0
a—y(ey+yez+2y):ey+ez+2, mentre a—x(:cey—f—ez—Qy):ey—i—ez,

ma che lo & wy := (¢¥ + ye®)dx + (v e¥ + e* — 2y)dy. Dato che w; & chiusa in tutto R?, &
anche esatta, quindi, posto @ := w — wy, si ha

/w:/&:/dex:—Q/ ydx;
2l gl v -

utilizzando ad esempio per —v la rappresentazione parametrica x(t) = 2cost, y(t) =
%sint (0 <t < 2m), si ottiene che

2m 2) 8 2m 8
/ w= —2/ —sint(—2sint)dt = —/ sin?tdt = —m.
. o 3 3/ 3

‘Prova scritta del 24 Febbraio 2005

Data la successione di funzioni

_ (sinx)”
fulz) = 1+ n(sinx)’
i) calcolare (quando esiste) il limite puntuale di {f,} su [0,7].

1) Mostrare che la serie
400

> (1) fulz)

n=1
converge puntualmente in [0, 7]. La convergenza é uniforme su [0, 7]?



Per ogni A € R, si ponga:
@y =a"+y® —ay+ X = {(z,y) €R* | filw,y) = 0}.

i) Stabilire per quali valori di X insieme vy & sicuramente, nell’intorno di ogni suo punto,
il sostegno di una curva regolare semplice.
i1) Studiare la curva di sostegno

Yo :={(z,y) | >0, y >0, e fo(z,y) = 0}.

In particolare, determinare i punti di 7y che hanno ascissa massima, e quelli che hanno
ordinata massima.

[Suggerimento: una rappresentazione parametrica di 4y si puo ottenere determinando le
intersezioni di 7y con le semirette del primo quadrante che iniziano dall’origine].

Soluzione

i) Nellintervallo [0, 7] si ha
1 n(sinz)"
n 1+ n(sinz)®

1

quindi {f,} tende (uniformemente) alla funzione f identicamente nulla.

i1) Dato che f,(x) > 0, e la successione {f,(x)} & infinitesima per ogni = € [0.7], &
possibile applicare il criterio di Leibniz per dedurre la convergenza della serie se mostriamo
che Vz €]0, 7| la successione ¢ decrescente. Per x €]0, 7], la condizione f,11(x) < fn(z)

equivale a sinz(1 +n(sinz)") <1+ (n 4 1)(sinz)" ™,
cloe a sinz < 1+ (sinz)"™,
che & ovvia. Di conseguenza, la serie converge per ogni x € [0, 7] ad un valore s(z) € R.
Indicata con s,(x) la ridotta n-esima della serie nel punto z di |0, 7[, & noto che risulta
|s(z) = sp(z)| < fas1(z) YV € [0,7]. Poiché, come si & visto, frr1(x) <1/(n+1) Vn €N,
ne segue che 1

su s(x) —sp(x)| < ——,
O§m27r|() n( )|_n+1

dunque la serie converge uniformemente nell’intervallo [0, 7].

i) Per il teorema del Dini, I'insieme 7, & sicuramente, nell’intorno di ogni suo punto,
sostegno di una curva semplice se V fx(z,y) # 0 V(x,y) € v\. Le sole soluzioni del sistema

{szx(x,y) =322 —y=0
Dy fa(z,y) =32 —2=0

sono (0,0) e (3,3). Ma (0,0) € vy <= A =0, mentre (3,3) € 7, <= A = 5-. Dunque se
A e diverso da 0 e da % I'insieme degli zeri di fy (che non & mai vuoto né ridotto ad un
punto, dato che (0, —v/)\) e (—v/),0) appartengono a 7y) & localmente il sostegno di una
curva regolare semplice.

i7) E evidente che o € simmetrica rispetto alla bisettrice del primo quadrante, e che
(0,0) € Jp. Fissato t > 0, le intersezioni tra 7y e la semiretta {(x,tx) | z > 0} sono le
soluzioni del sistema

y=tlx . y=tx
>
{x3+y3—xy:0 cloe {(1+t3)x3—m2:0 (t20).



Un’intersezione e (0,0); per ogni ¢ > 0 c¢’¢ una ed una sola altra intersezione, nel punto

2
(1—1{—753’ lj——t3 . Una rappresentazione parametrica di 7y & quir;di data da
~ t t
Yo(t) = (@(t),y(t), con () =15, y(t) =15 (=0).
Si noti che limy_, o Yo(t) = (0,0). Poiché
1—2t3 213
)= ———, () =t —

la semitangente nell’origine per ¢ — 0+ & orizzontale (per simmetria, quella per ¢ — +o0
¢ verticale). La massima ascissa dei punti di 7y si determina facilmente. Poiché z(0) =
lim; 400 2(t) = 0, x(t) deve avere massimo positivo in |0, 4+o0c[; dato che 2/(t) = 0 <
t = 1/3/2, il massimo vale x(1/v/2) = %\?’/Z Per simmetria, questo ¢ anche il massimo
valore delle ordinate di punti € J, ed ¢ assunto per t = /2. Nel punto (%\?’/Z, %\?’/i) la
tangente a 7y ¢ verticale, in (%\3/5, %\%I) ¢ orizzontale.

Le proprieta di convessita della funzione y = y(x) che localmente —tranne i punti (0, 0)
e (%\?’/Z, %\3/5)7 rappresenta la curva 7y si ricavano facilmente osservando che (posto per
semplicita f := fy)

Y'(@) = = [faalfy)? = 2fuyfufy + Fou(f2)*] ()72
Dato che, come si ¢ visto,
Jr= 3% — Y, fy - 3y2 —x, da cui fy,; = 6w, fxy =-1, fyy = 0y,

si calcola facilmente che su 7y, dove 23 + y3 = wxy, 'espressione tra parentesi quadra vale
2xy, quantita sempre positiva su g \ (0,0). Di conseguenza, su 7y privato dei punti (0,0)
e (1V/4,13/2) y"(x) ha segno opposto a quello di .

3VE3
fyla,y(@)) = 3y*(x) —x = Aoy
ed & pertanto positiva se 0 < t < 1/+/2, negativa se t > 1/+4/2. Il grafico di 7 ¢ il seguente:

(2t3 - 1)7

0.7

0.6 B

.
0.6 0.7



‘Prova scritta del 16 Giugno 2005

Data la serie di funzioni
+00

> T

n=0 (1 T x)n

i) determinare l'insieme A C R in cui la serie converge.
i1) Calcolare, Vo € A, la somma della serie.

ii1) Determinare un sottoinsieme con interno non vuoto di A in cui la serie converge
uniformemente.

Sia © una funzione integrabile secondo Lebesgue nell’insieme misurabile A C R. Posto
fn(@) = |o(x)[", si calcoli il limy, i oo [, fn(x)d.

Si consideri la forma differenziale

axy
w = dx
(1—22)? * 1— 22
i) Determinare il dominio Q2 di w e disegnarlo nel piano. Determinare « in modo che w
sta chiusa in §2.
i1) Stabilire se, per il valore (o0 i valori) di o di cui al punto precedente, la forma é esatta
i € in caso affermativo, scriverne un potenziale.

iii) Calcolare, sempre per il valore (o i valori) di o di cui al punto i), gli integrali f7 w e

dy .

f:Y w, dove 7y & il segmento di estremi (0,0) e (1,1), e ¥ ¢ la circonferenza di centro (0,0)

o L
e raggio 5.

Soluzione
i) Per definizione,
= x - x

dove s, (x) & la ridotta n-esima della serie geometrica di ragione 1/(1 + x); in particolare,
per z = 0 si ha z s,(x) = 0 per ogni n, quindi 0 € A. Per z # 0, si osservi che la serie
geometrica di ragione 1/(1 + x) converge se e solo se |1 + x| > 1, cioé se e solo se > 0
oppure z < —2; ne risulta che A =] — 0o, —2[U[0, +00].

i1) Si e gia visto che per z = 0 la somma della serie ¢ uguale a zero. Per x € A\ {0},
la somma della serie ¢ uguale a

1 1+z
x T =z =14z
1—1+—x T
i1i) Fissati N > ¢ > 0, per z € [¢, N]| si ha
N
0< ——

<
(14+z)» = (14’
e l'ultima quantita scritta e il termine generale di una serie numerica a termini postivi
convergente; per il criterio di Weierstrass, la serie data converge uniformemente (ed asso-

lutamente) in [e, N]. In modo analogo si controlla che la serie converge uniformemente in
[-N,—2—¢].



Conviene introdurre gli insiemi

A ={zeA|lplx)| <1}y Ar:={zeA|l|pl)| =1}

A= {a e Al fp(@)] > 1},
che sono misurabili, disgiunti, e la cui unione da A; 'integrale di f,, su A pud quindi essere
scritto come somma degli integrali su A, su A_ e su A;. In Ay, si ha f,(z) = 1, quindi
I'integrale su A vale m(A;) ed ¢ indipendente da n. In A_, si ha |f,(z)] = fu(z) < |p(2)],
quindi, per il Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata,

Jdm [ s@ar= [ () a0

Infine, in A4 la successione {f,} € crescente; quindi anche la successione degli integrali su
A4 delle f,, € non decrescente, e tende ad un limite, finito o = +00. Se tale limite & finito,
per il Teorema di Beppo Levi la successione {f,(x)} deve tendere quasi ovunque in A
ad una funzione integrabile; dato che in Ay si ha f,(z) — +o00, cio & possibile se e solo se

In conclusione, il limite cercato vale:
{+oo se m({x € A | |p(z)| >1}) >0,
m({z € A| |p(x) =1}) e RU{+00} se m({z € A |p(x)] >1})=0.

i) 11 dominio  di w & il complementare dell’insieme dei punti di R? tali che 1 —z2 = 0,
cioe €2 e l'intero piano privato delle rette verticali z = F1. Poiché

0 axy ox 0 1 2z
gy 1—22)2 (1-222 dxl-22 (1-22)2
la forma differenziale ¢ chiusa se e solo se a = 2.
i7) Si noti che  non é connesso, ma & unione dei tre aperti connessi e disgiunti
Q_ =] — o0, —1[xR; Qo :=] —1,1[xR; Q4 :=|1,+oo[xR.

E immediato verificare che la forma differenziale w ¢ esatta (lo & in ciascuno dei tre aperti
descritti piu sopra, che sono semplicemente connessi); ogni sua primitiva ha la forma (il
calcolo & immediato)

—Y _4+¢ in Q_,
x

f(xuy): 1_x2+00 in €,

dove c_, c¢p, c4 sono costanti arbitrarie.

i74) In entrambi i casi proposti, il cammino d’integrazione & tutto contenuto in €. Il
primo integrale proposto vale quindi f (%, 1) — £(0,0) = %, mentre il secondo, calcolato su
una linea chiusa, vale evidentemente zero.

‘Prova scritta dell’11 Luglio 2005‘

Mostrare che se f é una qualsiasi funzione integrabile sull’intervallo [a,b), si ha

A—Foo

lim /b f(z) sin(Az)dz = 0.

[Suggerimento: si esamini dapprima il caso di una funzione f a scala].



Fissato xg # 0, determinare la serie di Taylor di centro xg delle funzioni

specificandone gli insiemi di onvergenza.

Data la forma differenziale

o Y x
w'__xQ—i—y? dx + 214 dy,

determinarne il dominio §2; mostrare che in € la forma w ¢é chiusa, ma non é esatta,
mentre & esatta in R?\ {(z,0) | * > 0}. Generalizzare quest’ultimo risultato.
Soluzione

Supponiamo dapprima che f sia una funzione a scala:
f(x)=cx per ar-1 <z <ay (k=1,...,N),

dove a = ap < a1 < ... < ay = b; risulta allora

/ f(z) sin(Az)d

e di conseguenza limy_ .+ f; f(z) sin(Az)dz = 0. Se ora f & una generica funzione
integrabile, fissato ad arbitrio € > 0 esiste una funzione a scala s(x) su [a,b) tale che

N
Z ¢ [—cos(Az)lgk

k=1

>,|_.

f; |f(z) — s(x)|dx < e; per quanto appena visto, esiste A\ > 0 tale che se A verifica
IA| > Ac si ha ‘f; s(x) sin(Ax) dx‘ < e. In definitiva, si ha quindi che, per ogni A con
A > A,

x) sin(A\z) dx

b b
< / |f(z) — s(z)| dx + / s(z) sin(Az) dz| < 2,

cioe la tesi.

Si ha intanto che

1 1 1
gple)= ———— = ——— 7,
xr — xo + Xo xg 1_&_0_0

quindi per |zg—z| < |zo| la funzione g; (z) si presenta come somma di una serie geometrica:

1 = (x —x = )"
- 0
gi(z) = Zo Z (=1)" = Z n+1 (z —20)",
n=0 =

che coincide con la serie di Taylor della funzione. Lo sviluppo & valido all’interno del cer-
chio di centro x( e raggio |z¢| (in campo complesso; quindi, in campo reale, nell’intervallo
(0,2z¢) se xg > 0, oppure (2z¢,0) se g < 0).



Per la seconda funzione, basta osservare che ga(z) = —¢/(x); di conseguenza, per noti

risultati sulle serie di potenze, si ha che

X (~1)m — n+1
g2() = — Z o+ n(z—xz)" " = Z (=1)" ot (z —x0)",

con lo stesso insieme di convergenza di gi.

Il dominio © & ovviamente R?\ {(0,0)}. Poiché in € la forma & di classe C, ed inoltre
(calcolo immediato) si ha

0 Yy y? — 2 0 T

Ay 22 + 12 (22 + y2)2 Ox \ 22 +y2 )’
ne viene che in €2 la forma ¢ chiusa. Dato che il dominio non é semplicemente connesso,
non se ne puo dedurre che la forma sia esatta; in effetti, non lo ¢, come si vede ad esempio
calcolando l'integrale di w lungo la circonferenza unitaria I' (percorsa in senso antiorario,

quindi con rappresentazione parametrica data da x = cosp, y =sinp, 0< ¢ < 27). Si
ha infatti

2T
/w:/ (—cos @ (—cosp) +sing sinp) dp =27 # 0.
r 0

La forma & invece esatta in R?\ {(z,0) | > 0}; piu in generale, w & esatta in ogni
sottoinsieme semplicemente connesso di R? che non contenga ’origine.

‘Prova scritta del 12 Settembre 2005‘

Sia f : [-m, 7] — R una funzione misurabile, dispari (cioé tale che f(—x) = —f(x)
Vo € [—m,m]), e tale che la funzione x — f(x) sinx sia integrabile secondo Lebesgue su
[_ﬂ-’ﬂ-]'
i) Mostrare (per induzione) che ¥n € N esistono finiti gli integrali
™
/ f(x) sin(nx) dz.

—T

i1) Si puo dedurre che anche f é integrabile secondo Lebesgue su [—m, 7| %

S1 consideri la serie
§ ﬂ 10 1 + _2

i) Determinare l'insieme di convergenza in R della serie. [Suggerimento: puo essere
utile dimostrare e usare le disuguaglianze

/2
log(1+1t) <t e t— 5 <log(l+1t) (Vt>0)].

i1) Determinare su quali intervalli la serie converge uniformemente.



Data la funzione g integrabile secondo Lebesgue su [0, +oo[, si ponga

gn(z) := g(x) exp(—n cos® ).
i) Calcolare il limite puntuale di g, (x).

i1) Calcolare, se esiste, il
+oo

lim 9n (-%') dz.

n—-+o0o 0

Soluzione

i) Posto F,(z) := f(x) sin(nx), per ipotesi F} & integrabile; se lo & F},, dato che
Foi1(z) = f(z)sin(n+ 1)z = (f(z) sin(nz)) cosx + (f(x) sinx) cos(nz) =
= F,(x) cosx + Fi(z) cos(nx),
lo & anche Fj,4;.

i1) Evidentemente no, come mostra la funzione

Flz) = { L sexe(-mm\ {0},

0 sex =0, x = Fm.

i) Per dimostrare le disuguaglianze, basta considerare le funzioni

2
o(x) ==t —log(l +t); P(t) :=log(1+t) —t+ 2
che sono in C*°([0, +00]), e verificano ¢(0) = (0) =0, ¢'(t) = 1— %th >0, ¢/ (t) = -
0 vt>0.
Detto f, il termine generale della serie, dalla prima disuguaglianza si ha che risulta
x2n+2

0< folw) < ——< 2?2,

quindi, per il Teorema del confronto, la serie converge per ogni = con |z| < 1.
Per x = F1 si ha, grazie alla seconda disuguaglianza,

(1) 1 1 14 1 S 1 1 1 S 1
—= —— 10 —_— —_— —_— -,

T E RS TR ) S e \Un ) T
e di conseguenza la serie diverge.

Infine, se |z| > 1 si ha f,(z) > fn(1), e ancora la serie diverge.

i1) Per ogni € € (0,1) si ha, ancora dalla prima disuguaglianza,

sup  fu(z) < (1—)*"*2,
|z|<1—e

quindi, per il Teorema di Weierstrass, la serie converge uniformemente; piu in generale, si
vede che ¢’ convergenza uniforme su ogni intervallo [—1 +¢&1,1 —e2| (£1,e2 € (0,1)).

i) Se cosz =0, ciot se x = (n — 3) m (n € N), si ha g,(z) = g(), quindi lim,, g,(z) =
g(z); se invece z # (n — ) m, risulta lim,, g,(z) = 0. In particolare, la successione {g,}

tende a zero quasi ovunque in [0, +00).



ii) Per ogni x > 0, poiché cos? x > 0 ne viene che |g, ()| < |g(z)| su [0,4+00). Dato
che anche |g| ¢ integrabile secondo Lebesgue, per il Teorema sulla convergenza dominata

ne risulta che
“+o0

ntlgl—noo 0 gn(x) dz =0.

Prova scritta del 1° Febbraio 2006

Studiare, in campo reale, la serie di potenze
+oo

Z (n+1) z2nt

n=1
determinandone raggio di convergenza ¢ e somma in (—p,0). Qual é il comportamento
della serie per v = Fp ?

Per ogni a > 0, determinare la pit generale funzione by(x,y) tale che la forma
differenziale

X
Wo(,y) = @10 dx 4 be(z,y) dy

sia di classe C* e chiusa in  := R?\ {(0,0)}; & anche esatta in 2

Data la funzione

F(t) := /Om exp (— <x2 + i—Z)) dr  (t€R),

i): mostrare che F € C1(0,4+00), e che pert >0 si ha F'(t) = —2F(t).
[Suggerimento: utilizzare, dopo averla verificata, la disuguaglianza t exp(—t) < 1/e, valida
Vt > 0. Puo anche essere utile il cambiamento di variabile y := t/z].

i1): Sapendo che fj;o exp(—2?)dx = /7, trovare lespressione esplicita di F.

Soluzione

Poiché per x = 1 la serie diverge positivamente, deve essere 0 < ¢ < 1. Indichiamo con
f(x) (per x € (—p,0)) la somma della serie. Dato che (n + 1)2?"~! = % g—x:c% + p2n-t
dai risultati noti sulla serie geometrica si ha che, per ogni x in (—1, 1), la serie converge,

e la sua somma ¢ data da
1—|—c><> d —+o00 1d +oo +oo
_ = = o 2n 2n—1 _ -2 2n 2n _
U P D D P P

n
_1d 1 1) + r x n r
 2da \ 1 — 22 1—22 (1-—22)2 1—22

z(2—2?)
(1 —a2)2
Ne segue che o = 1; € poi immediato che per x = —1 la serie diverge negativamente.

10



we € di classe C! e chiusa in Q se e solo se b, & in C1(£2), e verifica

Oby(x,y) 0 x 2axy _—
- = — in Q,
o Ay (22 + y2) (22 + y2)otl
quindi se e solo se by (7,y) = y (22 + 2)~% + c4(y), dove ¢, & un’arbitraria funzione in
Cl(R). Dato che Q non & semplicemente connesso, non se ne pud dedurre che w, sia
esatta in {2 (ma neppure che non lo sia); occorre esaminare se w, ammette una primitiva

fo- Distinguiamo due casi:

i): @ = 1: se f1 € una primitiva di wq, deve essere %(m,y) = inyQ = % % In(z2 + 3?),
ed inoltre %(:ﬂ, y) = ﬁ + c1(y); il che si verifica ad esempio (con ¢;(y) = 0) se

fi(z,y) == 1Iny/ 22 4+ 92 ;

questa & dunque una primitiva in Q di wy (con by (x,y) = y/(2? +?)), che quindi & esatta.

i1): a € (0,400) \ {1}: in modo analogo, si verifica che la funzione

1
fa(xvy) T 2(1 o Ck) (.%'2 +y2)a_1
¢ una primitiva in Q di w, (con by (z,y) = y/(x? + y?)), che quindi & esatta anche in
questo caso.

i) Per verificare la disuguaglianza proposta, basta osservare che la funzione g(t) :=
t exp(—t) (che &, in particolare, in C°([0,4+00))), & sempre > 0, si annulla per ¢t = 0, ha
limite = 0 per t — 400. Dunque ha massimo, assunto in un punto ¢y > 0. La derivata
g (t) = (1 —t) exp(—t) si annulla solo per t = 1, quindi tg = 1 e, Vt > 0, g(t) < g(1) = 1/e.

Mostriamo che F € Cl(g,+00) Ve > 0, quindi F € C(0,+00). Indichiamo per
comodita con ¢(z,t) la funzione integranda, che ¢ positiva e maggiorata per ogni ¢ dalla
funzione exp(—=z?), integrabile su (0, +00); poiché per ¢ # 0 si ha

2
2t = - Zexpl-a?) oy e/,

dalla disuguaglianza dimostrata all’inizio dell’esercizio si ha inoltre che in (g, +00) risulta
lo(z,t)] < 2exp(—1 — 22) /e, funzione integrabile (in x) su (0,+00). Per il teorema di
derivazione sotto il segno di integrale, si ha allora che

“+00 21 t2
F/(t) = e (= (22+ 5 )) a
=], de(- (7)) o

funzione continua in (g, +00), dunque, per arbitrarieta di , in (0, +00).
Con la sostituzione suggerita, si calcola immediatamente che

- [ 2 () () a0

i1) Poiché la funzione (positiva) F' verifica, per ogni t > 0, I;((f)) = % In F(t) = —2, ne
viene che, sempre per ¢ > 0, F(t) = C exp(—2t), dove C = F(0) = f0+oo exp(—2?)dx =

/7 /2. Dato che F ¢ pari (F(—t) = F(t)), si ha pertanto F(t) = ¥~ exp(—2]t|).

‘Prova scritta del 21 Febbraio 2006‘

i) Calcolare Uintegrale curvilineo I della forma differenziale
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(22 — 2%y 4+ ) dx — (2y — xy® + 23)dy
lungo il perimetro del quadrato di vertici (F1,F1), orientato nel verso orario.

ii) Determinare (se & possibile) a € C1(R), non identicamente nulla, tale che la forma

differenziale
g (20 — 2%y +y)a(an)de — (2 — 2y + aa(rg)dy
sia esatta in R?; per tale o, scrivere una primitiva della forma.

Si consideri la serie Y.,'°% fu(x), dove

562

P =y

i) Determinare linsieme Iy dei punti x € R in cui la serie converge, e la somma della
serie in Iy. Caratterizzare i sottoinsiemi di Iy nei quali la serie converge uniformemente.

Jf/; fn(z)dz.

n=0

i1) Calcolare

Sia A C (—m,m) un sottoinsieme misurabile secondo Lebesque, e sia {x,} una succes-
sione reale. Calcolare

lim sin?(nt + z,) dt.
n—-+oo J 4

Soluzione
i) Direttamente dalla definizione, si ha

1 1 1
I = /(2x—x +1)d / 2y —y* + 1)dy — /(2x+x2—1)dx+

-1 1 -1

1 T y3 1 23 1
+ /(2y+y—1 [mQ—— ] —[yﬁ———i—y] —[mQ—i———x] +
1 3 1 3 -1 3 -1

ii) Poiché il dominio della forma differenziale & tutto R?, la forma & esatta se e solo se &
chiusa, cioé se e solo se, V(x,y) € R2,

(—2® +3y*)a(zy) + (22° — 2%y +2y®)d/ (zy) = (v* - 3a?)a(ry) — 2y* — 2y’ + 2°y)o’ (xy).
Si deve quindi avere (222 + 2y?)[a(xy) + o/ (vy)] = 0 in R?, cioé a(t) + o/(t) =0 Vt € R,

da cui a(t) = cexp(—t) (¢ € R); una corrispondente forma differenziale esatta (con ¢ = 1)

¢ allora
22 — y(a? — y*)] exp(—zy)dz + [~2y — z(a? — y?)] exp(—ay)dy.

Scritta una primitiva F(x,y) nella forma F(z,y) = f(z,y) exp(—zy), si deve avere

af (x, of (x,

LDty =2e-y@ =) e LD gy - -2y - - ),

relazioni verificate ad esempio da f(z,y) = 22 — 32, da cui F(z,y) = (22 — y?) exp(—zy).

12



i) La serie converge evidentemente per x = 0 (f,(0) =0 Vn). Poiché, per z # F1,

n n k n
ka<x>:x22<1_1w2) = -1e S (e,
k=0 k=0

si ha inoltre che la serie data converge se |1 — 22| > 1, cioé se x < —v/2 oppure x > /2.
Insieme di convergenza puntuale Iy e somma f(x) della serie in Iy sono quindi

Iy = (=00, —v2) U{0} U (V2, +00); f(z) = {02 se z =0,

2 —1 sexz?>2.

Posto, per ogni € > 0, I. := (—00, —v2—&)U{0}U (V2 +¢, +00), ¢'& convergenza uniforme
nel sottoinsieme I se e solo se esiste € > 0 in modo che I C I, come si vede facilmente
osservando che

sup |7(0) =3 Ao = sup = | e (2-1)]
k=0

vel zen{oy (@ —1)"  |zen\{o}

(dato che la funzione g(x) := (22 — 1)™™ & pari, continua e decrescente per z > v/2), e
I'ultima quantita scritta & infinitesima per n — +o0 se e solo se 22 > 2+¢ Vo € I\ {0}
per un opportuno € > 0.

i7) In particolare, nell’intervallo [2, 5] la serie converge uniformemente, ed & quindi lecito
integrare per serie; si ha allora

:f;/; fn(ﬂﬁ)d?c:/Q5 (:f; fn(x)> dx:/:(xQ—l)dx: [%3_45:36_

Si ha sin?(nt+x,) = 3 [1 — cos2(nt + z,,)] = 3 — % cos2nt cos 2z, + 1 sin 2nt sin 2z,;
la funzione caratteristica x4 di A per ipotesi € integrabile, dunque

1 1 1
/ sin®(nt + z,)dt = =m(A)— =(cos 23:")/ cos 2nt dt + = (sin 2:cn)/ sin 2nt dt =
A 2 2 A 2 A
1 1 4
= 3 m(A) — E(cos an)/ xA(t) cos2ntdt+
1 " -
+ §(sin 23:")/ X A(t) sin2nt dt.
—T

Per il Lemma di Riemann-Lebesgue, gli ultimi due integrali scritti tendono a zero per
n — —+o00; poiché |sin2x,| < 1, |cos2z,| < 1, il limite proposto vale 1 m(A).

‘Prova scritta dell’8 Giugno 2006‘

Costruire una successione reale {ay} tale che, posto ¥n € N

al+...+ay bi+...+0b,
bn:: n b Cp 1= n )

una ed una sola delle successioni {an}, {bn}, {cn} abbia limite finito.

Per ogni a > 0 fissato, si consideri la successione di funzioni {fon}nen da R in R,

dove
2

fan(z) :=n® z2e

13



i) Mostrare che, Yz € R, {fan(2)} tende ad un limite finito fu(z).

1) Mostrare che quando o > 1 la convergenza di { fon(z)} ad fo éuniforme nell’intervallo
[a,b] (a < b)) se e solo sea >0 oppure b < 0.

iii) Determinare per quali a > 0 & vero che

1 1
lim /_1 fan(z) d:C:/_1 fo(z)dz.

n—-+00

Calcolare linsieme di convergenza puntuale e la somma delle serie

+oo n +oo n
— o \2n? 1(1 _ -2\2n"
— (- = nl(1—a?)>
Soluzione

L’unica delle tre successioni che puo avere limite senza che lo abbia almeno una delle
altre due & evidentemente {c,}. Ad esempio (si vedano gli appunti sulle serie di Fourier)
cio accade se b, = (—1)" Vn € N. Il problema allora ¢ risolto se si trova una successione
an di cui {b,} & successione delle medie aritmetiche. Per questo, occorre e basta che sia

an =nby — (n— Dbp_1 = (=1)"n— (=1)" Y(n—1) = (=1)"(2n — 1),
dunque un esempio ¢ dato da

an = (=1)"(2n—1) (dacui b, =(-1)", cn={-1+(-1)"}/(2n)).

i) B ovvio che f,(0) = 0; anche per z # 0, dato che fon(z) = n®z2/e™” si ricava
subito (confronto di infiniti) che f,(z) = 0.

ii) Se a > 0, nell’intervallo [a,b] si ha max |fon,(z)| < n®b2/e™’, e I'ultima quantita &
infinitesima per n — +o00; il caso b < 0 € analogo, dato che allora si ha max |fon(x)| <
n®a2/e"™’. Se invece a < 0 e b > 0, dato che a < b deve essere a < 0 oppure b > 0 (o
entrambi). Se, ad esempio, a < 0 e b > 0, la successione {1/y/n} ¢ definitivamente in [a, b],
quindi

n

a—1
max‘foz,n(x)’ > fa,n (%) = c > é’

dunque la convergenza non é uniforme in [a,b]; il caso a < 0 e b > 0 si riconduce al
precedente (le funzioni f, , sono pari).

i7i) Integrando dapprima per parti, poi per sostituzione (y := x+/n), si ha

1 1
/ fan(x)dz = 2n° / x(z e*"IQ) dr =
1 0

I
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Per n — 400, nell’'ultima quantita scritta il primo addendo tende a zero qualunque sia «,
mentre l'integrale nel secondo addendo tende a f0+°° eV’ dy = /7/2. In conclusione, si

ha che . . 5
(nli)rf_loo/l fam(x)d:c:/l fa(x) dx:0> = (a< 5)

I termini della prima serie sono definiti solo se © # 1. Sotto questa ipotesi, posto

y := z/(1 — x)? il termine generale della serie si scrive y™: si tratta quindi di una serie
geometrica (privata del primo termine), che converge (a ﬁ 1= %) se e solo se |y| < 1,
cioé |z| < (1 — z)?, disequazione soddisfatta se z € (0, (3 —v/5)/2) U ((3 + v/5)/2, +o0).

Dato che (3 —v/5) <1< 1(3+V/5), si ha

“+o0o n x
P A e
v (1—x)2n 1— 5 1—3x+ 22
3—5 3 )
per x € <—oo, 2\/_> U ( +2\/_,+oo> .

Il termine generale della seconda serie ¢ definito solo se x # F1; in questa ipotesi, posto
z = x/(1 — 2?)?, si scrive nella forma 2"/n!. Si tratta quindi di una serie esponenziale
(privata del primo termine), che converge (ad e¥ — 1) per ogni y. Di conseguenza,

400 n z

X
Zm:expm—l per x # F1.

n=1

‘Prova scritta del 10 Luglio 2006‘

Posto, per ogni (x € R, n € N),
fula) = min{1; (22— )",

verificare che in R la successione {f,} converge, ma non uniformemente.
Per quali o, B, v, § € R (con a < [ < v < 4) si ha convergenza uniforme della
successione in (—oo, o) U [B,~] U [0, +00) 7

Data la serie di funzioni

400 2"

Z T ANy

— 2z + 1)»

i) se ne determini l'insieme I di convergenza;

i1) si calcoli la somma della serie in I.

Osservato che lespressione analitica di tale somma definisce una funzione g il cui

campo di esistenza contiene strettamente I, si stabilisca per quali xg € R la funzione g €
sviluppabile in serie di Taylor di centro xq:

+oo

9(x) = an(xo) (x — x0)",

n=0

15



determinando esplicitamente i coefficienti an(xo) ed il raggio di convergenza o(xq) della
serie.

Sia T la circonferenza con centro nel generico punto (zo,yo) € R? e raggio oo >
0, orientata positivamente e percorsa una volta. Si calcoli Uintegrale su I' della forma

di al
ferenziale w= (32% — 2y") dz — 8z — z) dy.

[Suggerimento: si osservi che w si puo scrivere come somma di due forme differenziali, di
ciascuna delle quali il calcolo dell’integrale su I' ¢ immediato].

Soluzione

2 — x passa per i punti (0,0), (1,0), ha il vertice in
(3~ 1

—1), e le sue intersezioni con la retta y = 1 sono nei punti di ascissa z; = (1 — /5)/2,
r2 = (1 ++/5)/2. Dunque

Fal@) = (2?2 —2)" sex; <z < X9,
" 1 se x < T oppure T > Ta.

La parabola di equazione y = =z
I
29
2

Poiché per z € (z1,z2) si ha —i < 2?2—2 < 1, per ogni x € R la successione data converge,
ed il suo limite & f(z) =1 — X(th)(x). Dato che la funzione limite non & continua, la
convergenza non puo essere uniforme in R.

In (—o00,a] U[d, +00), sempre per le discontinuita di f nei punti z1, 2, la successione
¢ uniformemente convergente se e solo se a < x1 e § > w9 (nel qual caso ¢ addirittura
costante). Ancora, ci pud essere convergenza uniforme in [3,7] solo se v < z1 0 § > x5
(casi perd banali, perché anche in questo caso la successione ¢ costante), oppure se si ha
71 < B <7y < x9. In quest’ultimo caso, in effetti, risulta |32 — 3] < 1 e |[y? —~| < 1, quindi

1
Jmax | fn(2)| = max {4—n; 6% = B"; |v* - ’YI"} — 0 per n — +o0.

Perché i termini della serie siano definiti, occorre che x # —%; in questa ipotesi,

si tratta di una serie geometrica di ragione x/(2x + 1), privata del primo termine. Si
ha dunque convergenza se e solo se |z| < |2z + 1|; si vede immediatamente che questa

condizione equivale a = € I := (—o0,—1) U (—1/3,400). Quando z € I, la somma della
serie e 1 2 4+ 1 . T

1— 5.0 x+1 r+1’
espressione analitica che definisce una funzione g da R\ {—1} D I in R. Fissato ad arbitrio

xo # —1, si osservi che

x (x — x0) + o (x — x0) + o

41 (x —x0) + (zog + 1) ($0+1)(1+:Cll§();f(ll>

Se |z — zy| < |zo + 1], la quantita 1/(1 + ﬁ) e la somma della serie geometrica di

ragione —7—0; se ne deduce che in tal caso si ha
0+1
+o0 n

g(fE) — (‘T ‘TO) + o (_1)n r — o

zo+ 1 s zo+ 1
+o0 n+1 +o00 n

r — X Z (z — o)

n:O( ) <$0 + 1) n:O( ) ’ (xo + 1)n+1
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= r—xo\" X (x — o)™
= N (-1 ) LU LV
2y (533) + S e
+o0 —1
. Zo (_1)n n
 mo+1 +nZ:1 (g + 1)ntt (@ =a0)",
che coincide con lo sviluppo di Taylor di ¢: si ha quindi (per ogni zy # —1)
g
xo + 1

_1\n—1
5 an(xo) = ( ( 1)

o(zo) = |zo + 1[; ao(zo) =

E evidente che la forma differenziale w (di dominio tutto R2?) non ¢ esatta, dato che
non é chiusa: infatti,

9 o2 4 3 9 3 3
3x° — 2 = —8y°; —(—8 = -8 1.
ay(‘” y') vio g8ty ) Yy +
Si puo pero scrivere w = wq + wg, dove
w1 = (32% — 2y*) dz — 8z dy, wo = xdy.

La prima forma & chiusa in R?, quindi esatta, dunque fF w1 = 0. 11 calcolo dell’integrale
suI' di wo € immediato: scelta ad esempio come rappresentazione parametrica di I' la

seguente: x(t) = xo + 0o cost,

Ir: (0<t<2m)

y(t) = yo + 0o sint,
si ha che

2 02 2
/ xdy:/ (zo + 00 cost) oo costdtz;o / (1 + cos 2t) dt = mop.
r 0 0

/w:/wl—i—/wgzﬂgg.
r r r

‘Prova scritta del 14 Settembre 2006‘

In conclusione,

Data la successione di funzioni {f,} definite per x > 0 da
fu(z) == n({l/mT— 1) ,

i) determinare l'insieme I in cui la successione ha limite finito;
i1) calcolarne il limite f(x) Vx € I;

i11) caratterizzare i sottoinsiemi di I in cui la convergenza é uniforme.

Stabilire per quali xg € R la funzione definita dall’espressione

()._ r—5
P = s — o

e sviluppabile in serie di Taylor di centro xo; per tali xg, calcolare il raggio di convergenza
o(zg) ed i coefficienti a,(xo) della serie di Taylor.

17



[Suggerimento: puo essere utile riscrivere ’espressione analitica di ¢ in modo da utilizzare
sviluppi in serie ben noti.]

Si consideri la forma differenziale lineare

2x T+ 2y
w:= ——=dr+ —=dy;
22 1 42 2+ 2 Y
i): dire, motivando la risposta, se la forma w é esatta;

i1): calcolare lintegrale di w lungo la circonferenza T'r di centro lorigine e raggio
R > 0, percorsa una volta in senso antiorario;

iii): calcolare lintegrale di w lungo il bordo C, del quadrato con vertici in (—a,a),
(a,a), (a,—a), (—a,—a) (a > 0), percorso una volta in senso orario.

Soluzione

i), i1): € ovvio che 0 € I, mentre 1 € I (si ha f,(0) = —n e f,(1) = 0). Per ogni
fissato = > 0, si ha, per n — 400,

2
n({‘/a?—l) :n<e(1“)/"—1> :lnx—i—h; x—i—o(%) — Inx.

n
Di conseguenza, I = (0,+00) e f(z) =Inuz.

i41): condizione sufficiente perche nell’insieme A C (0,+00) si abbia convergenza uni-
forme & che risulti

(%) a:=infA>0 e [:=supd < +oc.

In tal caso si ha infatti

|x({‘/§—1) —ln:c| = In®z +o0 <l) < %max{ln2a;1n2ﬂ}+0(%> ,

2n n
quindi sup,c 4 [n (¥/z — 1)] — 0 per n — +o0.

Le (x) sono anche necessarie per la convergenza uniforme in A. Infatti,
e se a =0, allora, Vn € N, da, € A: 0 < a, <e ™, da cui

sup |fn(z) — Inz| > |fu(ay) —Ina,| = n +00;
€A e

e se 3= +o0, sempre Vn € N, 3b, € A: b, > €"; ma allora
sup |fn(x) —Inz| > |fr(by) —Inb,| = n(e — 2) — +oc0.
T€EA

Osservato che 322 + 5z — 2 = (3z — 1)(z + 2), conviene scrivere la funzione ¢ come

segue: () -5 (3z —1) —2(z +2) 1 2
€T) = = = .
4 Br—1)z+2)  (Be-L@+2) z+2 3z-1
Dato che lim,, 2 [p(z)| = lim,_/3|¢(x)| = +oo, certamente ¢ non & sviluppabile in
serie di Taylor di centro xg se xg = —2 oppure xg = 1/3. Per zy # —2, x9 # 1/3 si ha
1 2
p(z) = + =

(24+20) + (x —x0) (1 —3x0) —3(z — 20)
1 1 2 1

+ .
240 l—f—% 1 —3xg 1—3%
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Il secondo fattore del primo addendo ¢ la somma della serie geometrica di ragione
—(x — x0)/(2 + zg), convergente se |x — xo| < |2 + z¢|; il secondo fattore del secondo
addendo & la somma della serie geometrica di ragione 3(x — x¢)/(1 — 3x¢), convergente se
|z — x| < % — 3:0|. Di conseguenza, lo sviluppo cercato, per xg # —2, xg # 1/3, ¢ dato
da

- " (-1 3"
(p(.%') = (P(xO) + Z Cn(xO) (.%' - xO) ) Cn(.%'()) = (2 + xo)n+1 + (1 — 3(E0)n+1;

n=1

il raggio di convergenza dello sviluppo & o(z¢) = min {|2 + zo; % — x0l}.

i): & evidente che la forma differenziale w (di dominio 2 := R?\ {(0,0)}) non ¢ esatta,
dato che non é chiusa: infatti, in €2 si ha

0 2v dry 0 x+2y_y2—x2—4xy
8y 2 + y2 - (562 + y2)2’ Or x2 + y2 - (IE2 + y2)2
i1): scelta ad esempio come rappresentazione parametrica di I'r quella abituale (z =
Rcost, y = Rsint, con 0 <t < 2m), si ha subito che

2 :
2 t t+2sint
/ w = / < QC;)S (—Qsint)+Q(COS +2 S )QCOSt) dt =
I'r 0 0

0

27 27
1 2t
= / cosztdt:/ ﬂdt:w.
0 0 2

i41): si ha

a —a —a a
/ w:/ w\yadx—l—/ wlmady—l—/ w]y_adx—i—/ Wlr=—q dy,
a —a a a —a
da cui
¢ 2 ¢ a+2y ¢ 2x
= — d d ——d
/aw /ax2+a2 ”/a R “/a 2ra? T

¢ 2y—a 2 (Y dy Lodr
/ ﬁdy:——/ ﬁdy:ﬂ/ TT2- ™
a0ty a fal-i-(a) 1 +7

‘Prova scritta del 5 Febbraio 2007

Data (in R\ {0}) la serie di funzioni

+o00 1

()
Z , dove Ay = ,
Ay ™ n

n=1
i): determinare l'insieme di convergenza puntuale della serie;
i1): dare una caratterizzazione completa dei sottoinsiemi di R in cui ¢’e convergenza
totale.

Considerata la successione di funzioni da R in R

fu(z) :=n {/n|sinh x| X[—l/n,l/n](x)v

stabilire se esiste una funzione g sommabile in R tale che f,(x) < g(x) per ogni n € N,
g.o. in R.
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[N.B.: sinh ¢ il seno iperbolico; x4 ¢ la funzione caratteristica di AJ.

Determinare i coefficienti della serie di Fourier %1 +377%9 (an cos na +by, sinnz) della
funzione |sinz|. Dedurne la somma delle serie numeriche

+oo (_1)n+1 n+1

2 T Z

n=1

Soluzione

. Posto y =z"'ec,:=a,!,siericondotti a studiare il comportamento della serie di
potenze > 7% ¢, y" (y # 0); di conseguenza,
i) dato che

12 |
Cntl _ ((n+1)H* (2n)! __n+ 1 _ 1 per 1 — +o0,
Cn 2n+2)! (nh)?2  2(2n+1) 4

il raggio di convergenza della serie di potenze & uguale a 4. Per |y| = 4 la serie non puo
convergere: si ha infatti

2(n+1)
2n+1

4n+1 n

Cn+1 = (4"¢p) > 4", > 4c1 = 2,
quindi per |y| = 4 il termine generale della serie non ¢é infinitesimo.

In conclusione, l'insieme di convergenza puntuale per la serie di funzioni assegnata &
(=00, =3) U (§,+00).

it) Per ogni ¢ > 0 fissato, la serie di potenze converge totalmente se |y| < 174 - 45, ne
viene che condizione sufficiente affinché la serie di funzioni assegnata converga totalmente
nell’insieme A & che esista ¢ > 0 in modo che risulti A C I, := (—o00, =% —e]U[1 + ¢, +00).

Mostriamo che tale condizione ¢ anche necessaria.

E chiaro che se in A la serie di funzioni converge totalmente, deve essere intanto
AC (—oo, —i) U (}—1, —|—oo); resta da mostrare che, per un opportuno € > 0, si ha inoltre
che A C I.. Per assurdo, supponiamo che per ogni k € N fissato esista un x, € A tale
che % <l < % 1+ llc Per definizione di convergenza totale, esiste una serie convergente
a termini pOSlthl Zn 1 o, tale che, almeno definitivamente, ¢,|z|™ < «,, Vz € A; in

particolare, si deve avere, definitivamente, ¢, |zy|™" < a,, Vk € N, quindi anche

Cn Cn

sup =4"cy, < ap,

keN [Tk infren |z

assurdo perche, come si ¢ visto nella dimostrazione di i), la successione {4"¢,} non &
infinitesima.

Si noti anzitutto che f,(0) =0 ¥n € N; per ogni fissato x # 0, si ha poi f,(x) = 0 per
ogni n > (1/|z]). Di conseguenza, lim, .~ fn(x) =0 Vx € R. Se esistesse una funzione
sommabile g tale che per ognin € N f,,(z) < g(x) q.o. in R, grazie al Teorema di Lebesgue
si dovrebbe avere

1 1
Jin [ p@ar= i [ p@de= [ (i f@) o
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(dove si e osservato che f,(z) =0 V(n € N, |z| > 1)), mentre la disuguaglianza | sinh z| >
||, valida Vz € R, implica che

1/n 1/n
/ falx)de = n{‘/ﬁ/ |sinh:c|1/"dx22n{1/7_z/ 2" dx =
R —1/n 0
1+(1/n)

1—1—% n

assurdo. Quindi non esiste alcuna g sommabile che maggiori le funzioni della successione.

La funzione |sin z| & (in particolare) continua e pari, quindi la serie di Fourier associata
e ben definita, di soli coseni (b, =0 Vn € N), ed i coefficienti a,, sono dati da

1 (7 2 [T 2 4
aoz—/ ]sinx\dx:—/ sinzxdr = ——[cosz]j = —;
™ 0

- T us us

2 [" . 1 ™
ag = — sinz cosxder = ——— [cos 2z|| = 0;
T Jo 27

per n > 2 si ha

2 [T 1 /7
anp = —/ sinx cosnzdr = —/ (sin(n + 1)z —sin(n — 1)z)dz =
T Jo T Jo
1 1 1 Tl — (=1t 2
= ;[—n_f_lcos(n—f—l):c—f—n_lcos(n—l):c]oz - R
Ne viene che, Vn € N, ag, = ﬁ, mentre ag,—1 = 0. Poiché |sin x| & anche regolare
m(4n® —

a tratti, quindi sviluppabile in serie di Fourier su tutto R, si ha

2 4+°O cos 2nx
i = — - — —_— Vz € R).
| sin x| - ﬂ_ngl 1 (Vx )

. r o .
In particolare, per x = 7 si ottiene

da cui

_ T
mentre, per x = 7,

2 o7 4n?2 — 1’
poiché cos ¥ = 0 se n ¢ dispari, mentre cos 22% = (—1)", ne viene che
e N 1
16n> -1 8 2
n=1
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‘Prova scritta del 21 Febbraio 2007‘

Data la forma differenziale w,, dipendente dal parametro o € R,

— x Y
= 1_x2_y2dx+(1_x2_y2+ax>dy,

i) determinarne il dominio Q, e stabilire per quali « la forma wy € chiusa in Qqy;

Wa

i1) per gli o tali che wy € chiusa, determinare se é anche esatta in Qg ; in questo caso,
calcolarne le primitive;
i11) Vo € R, calcolare f% Wo € fw Wa, dove:
Y1 € la circonferenza di centro origine e raggio 2, percorsa una volta nel verso
antiorario;
o € il perimetro del quadrato di vertici (F2,F2), percorso una volta nel verso
antiorario.

Data la serie di funzioni

i) determinare l'insieme A C R di convergenza della serie; calcolare la somma della
serie Vo € A;

i1) se in B C A la serie converge uniformemente, si puo concludere che B ¢ limitato?

Si considerino i sequenti tre tipi di serie trigonometriche:

—+00 “+00 “+00
E b, sin nx; g @y, COS NT; E (an cosnz + by, sinnx).
n=1 n=1 n=1

Dire, motivando adeguatamente le risposte, se, comunque si fissi uno dei tre tipi di serie,
¢ possibile scegliere le successioni {an}, {bn} ed il punto o € R in modo tale che

i) la serie del tipo fissato converge in xg, le altre due no;
oppure in modo che

i1) la serie del tipo fissato non converge in xq, dove invece convergono le altre due.

Soluzione

i) Per ogni @ € R, si ha 2, = Q=Q ' UQ", dove
O = {(ny) R |22 447 <1}, Q"= {(z,y) €R? |2+ 42 > 1}.
Si verifica immediatamente che, in particolare, w, € C1(£2), e che in € risulta

0 x 2xy

Oyl — 22— 42 _(1—x2—y2)2;

0 Yy L 2xy n

| —F ar | = ——— o

Ox \1—x2 —y? (1 — 22 —y2)? ’
di conseguenza, w, € chiusa in €2 se e solo se @ = 0.
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i1): wo € certamente esatta in ', che & semplicemente connesso; non & detto invece che
lo sia in ©”, che non ¢ semplicemente connesso. Vediamo allora se ¢ possibile determinare
una primitiva di wg in . Cerchiamo cioe¢ f € C*(Q") tale che, V(z,y) € Q”,

af x ' af Y

V= To o Y ST
Dalla prima equazione si ricava che f(z,y) = 3 In(z? +y* — 1) + g(y) in Q”; dalla seconda
equazione risulta pero che ¢'(y) = 0, quindi g & costante in Q”; ed & evidente che per ogni
" € R la funzione 1 In(z? + y% — 1) + ¢’ ¢ una primitiva di wy in Q. Analogamente si
procede per cercare le primitive in ©’. In conclusione, wy ¢ esatta in 2, e le sue primitive,
che dipendono dai due parametri arbitrari ¢, ¢’ € R, sono date da

1 2 _ 42 ! in QY
sIn(l—2*—y*)+ inQ

! ol - ? ’

fc ,C (xvy) { %IH(IEQ y2 _ 1) d" in Q.

i11): dato che wy, = wp + axdy e wy & esatta, si ha intanto che

/wa:a/ xdy (k=1,2);
Vi T

con l'usuale rappresentazione parametrica diy; (z(t) = 2cost, y(t) = 2sint, 0 <t < 27),

2m 2m
/ wa:a/ (2cost)(2cost)dt:4a/ cos® tdt = 4mar .
7 0 0

/72 wa:a/_z 2dt+0‘/_22(—2)(—dt):16a,

i) Ricordando che per [¢t| < 1 si ha

+oo +oo
d d 1 1
ol = = =
2 n T DE 1-12

n=1 n=0

E poi evidente che

si vede subito che la serie data converge se e solo se |sin x| # 1, quindi si ha
A:R\{g—l—lm | keZ} ,

e in A la somma della serie ¢

3 . 1 r’sinz
x’sinx nsin"" " r = —m—.
Z (1 —sinz)?
i1) No: basta osservare che, ad esempio, in B := {k7 | k € Z} tutti i termini della serie
sono nulli.

i) E possibile: ad esempio,

se b, =0, a, =1 Vn € N, la prima serie converge per ogni xg, le altre due (che
coincidono) non convergono per nessun xo;

sean =0, b, =1 VneN,exy#kr (k €Z), prima e terza serie (che coincidono)
non convergono, la seconda converge;

infine, se a, = b, = 1 quando 41_1(” + 1) € N, mentre a,, = b, = 0 altrimenti, e
Ty = %77, le prime due serie non convergono, mentre la terza ha tutti i termini nulli.

i1) Non & possibile: dette {s/}, {s/}, {Sn} le successioni delle ridotte delle tre serie,

queste sono linearmente dipendenti (s, + s/» — S, = 0), quindi se due sono convergenti lo
¢ anche la terza.
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Prova scritta del 18 Giugno 2007‘

Determinare l'insieme I di convergenza della serie di funzioni

f (1— |a])" log (1 + %) .

n=1

Data la forma differenziale lineare

3a? 20(z) y 1
w-l_de.’IJ—i—mdy, (QOGC(R)),

i) determinarne il dominio £2;

ii) dire se esistono ¢ € C1(R) tali che w sia chiusa in . In caso affermativo, determi-
narle; stabilire poi se per tali ¢ la forma w & anche esatta in §2, ed in questo caso calcolarne
tutte le primitive.

Per ogni a > 0, si indichi con f, la funzione 2w-periodica su R che nell’intervallo
[—m,7) vale fo(z) = |x|%; dire, motivando adeguatamente la risposta, per quali z € R si
ha fo(z) = s(fa; 2).

Cosa si puo dire quando a < 07
Soluzione

Posto y := 1 — ||, la serie data si scrive nella forma Y% ¢, y", con ¢, := log (1+1
(serie di potenze nella variabile y). Ricordando che, per ¢t > 0, si ha t — %tQ <log(l+t) <t,
ne viene che

n(2n + 1) < Cntl _ 2n2 '

2(n+1)2 = ¢, — (n+1)(2n—-1)

di conseguenza, lim,_,+~ |cnt1/cn| = 1, e la serie di potenze in y ha raggio di convergenza
1. Inoltre, per y = 1 la serie non converge, perche il suo termine generale ¢ maggiore di
% — #, termine generale di una serie a termini positivi divergente. Invece, per y = —1
la serie si scrive 3.7 (—1)" log (1+ %), ed e convergente grazie al criterio di Leibniz (la
successione {10g (1 + %) }n N ¢ decrescente ed infinitesima).

In conclusione, x € I se e solo se —1 < 1 — |z| < 1, quindi I'insieme I di convergenza

della serie ¢
I=1[-2,2]\{0}.

i) Dominio di w & 'insieme Q := {(z,y) € R? | 1—y* # 0}; quindi si ha Q = Q;UQUQs3,
dove
Q= {(z,y) eR? |y < -1} Q:={(x,y) eR*| —1<y <1}

Q3 := {(z,y) e R?* | y > 1}.
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i7) Si ha w € C*°(Q); inoltre, in Q risulta

0 322 62y 0 20(x)y  2¢(x)y

yl—y?  (1-y2? dx(1-y?P  (1-¢?)?

quindi w & chiusa in §2; se e solo se ¢/ (z) = 322, cioe ¢(z) = 2® + g (i eR,i=1,2,3),
dunque se
322 223y + ¢y
= ——dr+ —"—-dy inQ,.
1— 2 (1-y?)? Z
Ogni (eventuale) primitiva in © della forma differenziale ora scritta deve quindi essere
una funzione f € C1(Q) tale che

w

g( )= 322 ' g( )_2x3y+cix
8:6 x’?/ _1_y27 8y x’?/ - (1_y2)2

in Q;, (i=1,2,3).

Dalla prima equazione si ricava che in €; deve essere f(z,y) = %—i—ai(y) con o; € CL(R);
per la seconda, si deve avere

of 223y , 223y + ¢y
oy "W = Ty T T
cioe o/ (y) = %, dunque «o;(y) = 2(10—42'742) +d; (d; € R, i=1,2,3). Di conseguenza, w
¢ esatta in 2, e le sue primitive sono date da
z3 Ci . .
f(x’y)zl_y2+2(1_y2)+dl ani) (22152)3))

dove cq, ¢, c3,d7,ds, d3 sono costanti reali arbitrarie.

Se a > 1, la funzione f, € continua e regolare a tratti su tutto R (presenta solo punti
angolosi: per x = km, k € Z quando o =1, per x = (2k + 1)m, k € Z per a > 1), quindi
¢ sviluppabile in serie di Fourier per ogni = € R.

Quando 0 < a < 1, f, & ancora continua in R, ma non regolare a tratti: per x =
2km (k € 7Z), i rapporti incrementali sinistro e destro tendono rispettivamente a —oo
ed a +oo. Tuttavia, f,(x) & certamente sviluppabile in serie di Fourier in tutti i punti
xg # 2km (k € Z): in tali punti, esistono infatti finite le derivate sinistra e destra, e cio
implica che ¢ verificata la condizione generalizzata del Dini con Sy = f(z¢). Basta allora
esaminare la sviluppabilita in serie di Fourier di f,(xg) per zp = 0; ma anche in questo
caso la condizione del Dini e verificata (con Sy = f,(0) = 0), dato che, per ogni é € (0,7),

5 _ s o
0 Y 0 @

In conclusione, per ogni a > 0 la funzione f, ¢ sviluppabile in serie di Fourier su tutto R.

Per o < 0, la funzione non é definita per x = 2km, k € 7Z; poniamo allora f,(2k7) := d,
dove d € un qualunque numero reale fissato.

Comunque si sia scelto d, quando o < —1, la funzione f, non é integrabile secondo
Lebesgue su (—m, ), quindi non si puod parlare di serie di Fourier di f,. Infine, per —1 <
a < 0, con lo stesso ragionamento svolto piu sopra si conclude che f,(z) & sviluppabile in
serie di Fourier Vo € R\ {2k7 | k € Z}.

Si osservi che per v = 0 l'unica scelta che rende fy(x) sviluppabile in serie di Fourier
VreRed=1, cioe quando fy e costante su R.
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